Corrigé du DM n°10

Exercice [EDHEC 2009].

1. Enz € |—o0,1[ et £ # 0, on a 1 —z > 0, de plus

h(l-2)420& 1—a#1 & x#0

Donc f est continue sur |—oo, 0 et sur |0, 1] comme quotient et composée de fonctions continues.

En 0: on sait que In (1 + ) deonc In(l—x) ~ et

- —x

(1-2)In(1-=x) ) —z(1—x) 3:61

f(x) =

Donc f (z) — 1= f(0) et f est continue en 0.
r—r

Conclusion : ‘ f est continue sur |—oo, 1[‘

2.(a) On a

ln(l—&—x)?x—%xQ—i—o(xZ)

. Si z est au voisinage de 0, —x l'est également, ce qui nous permet d’écrire

In(1=2) 5~ 5 (o) + o (=)

Conclusion : |In (1 — x) =T — 22?2 + o (2?)

(b) Le taux d’accroissement en 0 est :

f (@) = £ (0) T !
z—0 T
—z—(1—2)In(1—2)
z(l—z)ln(1—2a)

—z—(1—2) [~z — 322 + o (2?)]

0 z(l—2z)[—z+o(x)]
2? (-1+3) +0(2?)

0 22(1—2)[-1+40(1))

_ —3+o(l)

0 (I—-2)[-1+0(1)]

1
Conclusion : | f est dérivable en 0 et f/ (0) = 5

3. (a) Sur ]—o0,0[ et sur ]0,+o00[, on a 1 — 2 > 0 donc 2 — In (1 — z) est dérivable comme composée de fonctions
dérivables et comme (1 —z)In (1 — x) # 0 alors f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables.

f@) =

—l-2)n(l—2)+z[-In(l —2z)—1]

[(1—2)In(1— )
—(l—-z)ln(l—2z)—zln(l—2)—=

[(1—2)ln(1—x)?
—In(l—2z)—=
[(1—2)In (1 —a))

(b) Soit g (z) =1In(1 —z) 4+ « pour tout = < 1.
g est dérivable sur |—oo, 1] et

g (z) = +1

g’ (z) est donc du signe de —uz,



T 0 1
g (x) + 0 -
g (z) S0 N
Donc g est négative sur |—oo, 1[. De plus, f’ (z) est du signe opposé de celui de g (z), donc f est strictement

croissante sur |—oo, 1|

(C) En —0
—x
f@) = (RS Y
— —ZT
- (1 -1/z)ln(1 - =)
1
T Ao —a) o
En 1iisOith:1—x*>0+
—X
f@) = T mi—D
= hlln;(;zl) h—g 400 par croissance comparée.
X —00 0 1
dou| [ (@) T 12 +
! (a:) 0 / 1 S +oo

4. (a) f est continue et strictement croissante sur [0, 1], donc d’apres le théoréme de la bijection monotone f est donc
bijective de [0, 1] dans [f (0), lim f(z)| =[1,+o0l.
r—1—

Pour tout n € N* on a n € [1,+o0].

Conclusion : ‘ Donc I’équation f (z) = n a une unique solution w,, dans [0, 1[‘

Et comme f (0) =1, on a donc
Conclusion :
(b) La réciproque de f sur [0, 1] est continue et a pour variations (par symétrie) :

T 1 +00
fT@jo ~ 1

et comme u, = f~!(n) alors

Conclusion : |u, — 1.
n—-+oo

Exercice facultatif [ESC 2002].

1. Pour tout > 0,ona 1+ 22 > 0et n+1+nz? >0 donc f, et h sont continues sur R% comme quotients bien
définis de fonctions continues.

On a alors :
T 0 1 +00
In (z) - 0 +
fn (z) - 0 +
h(x) - 0 +
Inx . T Ing . .
2. (a) @+ —5 est continue sur [1, +oo[. —-dz est impropre en +o00. Soit M > 1, calculons
x 1 x
M
1
/ n—fdx
1 :L'
o . / 1, 1 1 L
En intégrant par parties avec u (r) = In(z) : v’ (z) = = :v'(z) = — v (x) = —=. uw et v de classe C" sur
x x x
[1, +o0]
Mn 1M Mo In (M) 1M . ,
—dr=|-In(r)-| - ——dr = — + |—= — 1 par croissance comparée.
1T x|, 0 x M T|, M—too

. T ng
Conclusion : —5-dz converge et vaut 1.
1 :E




(b)

1 1
Pour tout z € Ron a 1+ 22 > 22 > 0 donc 27“ < — et pour z > 1 comme In (z) > 0 alors
T T
Inx <1n:v
14+22~ 22°

0<

—+oo —+oo
Comme / —,-dx converge, d’apres le critere de comparaison par inégalité, / h(zx) dx converge.
1 z 1

Dans toute la suite de ’exercice on note alors K l'intégrale impropre :

3. (a)

(b)

K= /1+°0 h(z) dx.

1 1
© 5 L est continue sur 10,1]. / h(u) du est impropre en 0. Soit € > 0, calculons
0

xr2
"na
gl
e T

Et comme

alors

/1h(U) du/l/s @) b /ﬂo @) bk
. 12?2+l emor )y 2241

1
Conclusion : / h(u) du converge et vaut —K.
0

Comme h(z) <0 pour z <1lona fol |h(z)| doz = fol —h(z) dx converge et vaut K.
Et comme h(z) > 0 pour > 1 on a f;roo \h(z)| dx = [~ h(z) dz converge et vaut K.

+oo
Conclusion : / |h(z)| dx converge et est égale & 2K.
0

“+o0
Donc / h(x) dz est absolument convergente donc convergente.
0

/O+Ooh(m) dm:/olh(x) da:+/1+ooh(x) dr= K — K =0

Comme n + 1+ nx? > 0et 1+ 22 > 0, alors pour tout x > 0
nlnz Inx n 1 -1
(@) — |h(z)] = - ) - ) <0
[Fo (@)] = Ih(z) n+ 1+ na? ‘1—1—3:2 |n($)|(n+1—|—nz2 1+JL‘2> |n(m)|(n+l+naz2)(l+x2) -

+o00o
Donc 0 < |fy, (z)] < |h(x)] et comme / |h(z)|dx converge, d’apres le critere de comparaison par inégalité,
0

+o00
/ | fr(2)| dz converge.
0

—+oo
Conclusion : / fn(z) dx est absolument convergente donc convergente.
0

Pour tout réel x strictement positif,

Inx nlnx Inx n(1+$2)
h —Jn - - = 1—-—
(@) = ful2) 1+22 n4+1+na? 1+332< n+ 1+ na?
Iz (n+l+nz?-n(l+2?))  h(2)
T 1422 n+14nz? T n+ 1+ na?

3



1 <
n+l+nz?2 — n+1

@ k@)

n+l4+nr2  n+t+1

(c) On a alors pour tout réel 2, n+ 1 +mnz? >n+1 > 0 et et donc pour z > 1 et en

multipliant par h (x) > 0,

0 < h(z) = folz) =

Pour M > 1, en intégrant sur [1, M] on obtient

Oé/th(x)_f”(x)dmgflM:f)ldx:nil/th(x) dx

et par passage a la limite dans les inégalités (on sait déja que les limites existent)

K

0
n+1

N

+oo
/1 (h(x) — fo(a)) di <

h(z) h(zx)
< <
1+n " n+1+nx?2 —

De méme si 0 < z <1 alors In(x) < 0 et 0 d’olt en intégrant sur [e,0] et en passant &

la limite quand € — 07 :

1
< / (h(x) = fula)) do <0

(d) Par encadrement on a alors

+00 1
/1 (h(z) — fo(z))de — 0 et /O(h(x)—fn(a:)) de — 0

n—-+oo n—-+oo

/1+°°fn(x)dx — /1+°°h(x) de =K et /Olfn(m)d:cn—> /Olh(x) de = —K

n—+o00 —+o00

+oo
Conclusion :| lim fo(z) de=-K+ K =0.

n—-+oo 0




