Corrigé du DM n°11

Exercice [EDHEC 2004].
+oo 1

Le but de cet exercice est de calculer lim _
n—+oo Jo 1+t +1tn

1 1
1 1
Pour tout n de N, on pose u,, = / —————dt et on a, en particulier, ug = / ——dt
o L+t+tn 0 2+t

1 oo
1. La fonction ¢t — ———— est continue sur [0, 1] (car 1 + ¢ + ¢™ # 0) donc / ————d¢t est bien définie.
T+t4tn o 14t+tn

2. On a
uoz/o 1—|—t—|—t0 /—dt ln(2+t)] =In(3)—In(2) =1n(3/2)

et

/1 L /1 L - tmason| =tme)
= _— = _— = —In = —In
R A o L+2t 2 .2

Conclusion : |ug =1In (3/2) et uy = 3 1n(3) ‘

3. (a) Pour comparer les intégrales w,, et u,1, on compare leurs contenus :

1 1 _ g
LHt+tn 1+t Htntt (Tt +tn) (1 4+t +tntl)
B t(t—1)
(Lt (L+t 4t
< Osur [0,1]
1 1
t <
L+t+tn = 14t4tntl

et comme (ordre des bornes) 0 < 1, on a alors

! 1 1 1
/7dts/ ——dt
o 1+t+tn o 1+t+tntt

Conclusion : ‘ la suite (u,,) est donc croissante. ‘

(b) La encore, on majore le contenu, par une quantité qui ne dépend pab den:

Site[0,1] alors t™ >0et 1 +t+¢t">1+1¢t >0 donc et comme 0 < 1:

1+t+t" = ﬁ

! 1 | L
/%dt < ——dt = [In(1+1)],
o L+t+tr o 1+t

In (2)

IN

Conclusion : ‘Vn eN, u, <In(2) ‘

(¢) La suite u est donc croissante et majorée par In (2) donc convergente vers une limite £ < In (2)

4. (a) Pour écrire In (2) — u,, sous forme d’intégrale, on écrit In (2) sous la forme trouvée précédemment :

| ! 1 L 1 ! tm
In(2) —u, = —dt—/ 7dt:/ — dt:/ dt
o L+t o 1+t+tn o 14+t 1+t+1tn o (t+1)(t+tr+1)

(b) Pour obtenir le +1, on devine une primitive de t", que ’on va conserver dans la majoration du contenu :
sur [0,1]]onat+1>1ett+t"+1>1donc (t+1)(t+t"+1)>1et m <1

d’ou m <t" cart™ >0 et comme 0 <1

1 tn 1 o1t 1
In(2) —u, = dt < [ t"dt = <
(2) /0 t+1)(E+tr+1) —/0 |:TL+1:|O_TL+1

Conclusion : |Vn € N, In (2) — u,, <
n—+1




(¢) On a une majoration. Pour conclure, on cherche ’encadrement :

0 < iy sur [0,1] alors 0 < In (2) — u, < 74

Et comme n%rl — 0 alors par encadrement In (2) — u, — 0 et

Conclusion : ‘un — In (2) quand n — 400 ‘

400 1
5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose v, = / ———dt
1 1+t+1tn
+oo 1

a) L’intégrale —————dt est impropre en +oo. Or
() & /1 1ttt prop

1 1 1

car n > 2

T+t+tr Il 1/in
+oo
Comme n > 1 alors / t—ndt converge (intégrale de Riemann) et d’apreés le critére de comparaison par
1

“+oo
équivalence, ———dt converge.
d /1 L+t+tn g

Conclusion : ‘ v, est bien définie pour n > 2 ‘

(b) Pourtz1onal—i—tzOet1+t+t”2t”>0don00§ﬁgt,—lndoncpourlgMona

/M 1 dt</M1dt— 1 ! M< 1 L +1) < 1
y L+t T v | =1ttt T n—1\0 Ml “n-—1

et par passage a la limite dans l'inégalité, quand M — +oc0

+oo 1 1
o< | s
1 1_|_t_|_tn n—l

1
Conclusion : |Vn > 2, 0 <wv, < 1
n—

(¢) Donc par encadrement v, — 0 quand n — 400

1

Comme 'intégrale f0+°° dt impropre en +oco converge, alors

Tt
+o00 1 +o0
1 1 1
/ ——dt :/ 7dt+/ ————dt — In(2)
+oo 1
Conclusion :| lim ————dt=1n(2) |
n—+oo Jo 1+t+1tn

Exercice facultatif [HEC 2000].

o0
k,—xt k,—xt
e
1. e La fonction t +— 155 est continue sur [1, 4+o0], donc / Wdt est impropre seulement en 4o0o. Or pour ¢
1
kefa:t
et x positifs, > 0.
P 1+~

Et comme, pour x strictement positifs, t* est négligeable devant (e’”/ 2)t quand ¢ tend vers +o0,

tke—zt _ tke—zt/Q _xt/Q _ . (e_zt/Q)
1+85 1+t t—rtoo '
M 9 M 9 9 9
Or l'intégrale / e /2 = [—e‘t”’/ﬂ —ZeMz/2 L Zemw/2 0 Ze7/2 converge.
1 x 1—1 x x M—+oo T

oo

k,—xt
e
Donc d’apres le critere de comparaison par négligeabilité, / Wdt converge.

1
tkefot tk tkff)
e Pour z =0, = =

N~ k5
1+t5 14t (141/t0) t—+oo

+oo
Or l'intégrale de Riemann / t*=5dt converge si et seulement si k < 4.
1

o0 k
Donc d’apres le critere de comparaison par équivalence, / ﬁdt converge si et seulement si k < 4.
1

+
2



2. On ne sait pas dériver sous l'intégrale (seulement en intégrant par parties). C’est d’ailleurs objet de cet exercice.
On revient donc a la définition du sens de variation d’une fonction : montrons que si x < y alors f(x) > f(y).

Soient = < y deux réels positifs. On a pour tout ¢ > 1,

efazt —yt
tr <ty & —tr>—ty < e “>e W par croissance de la fonction t — e sr R & —08 > —— > 0.
IL+t> — 1400
(o) o0
67:675 efyt
Et /mdt > / mdt > 0 car les bornes sont en ordre croissant. Donc si 0 < z < y alors F(z) > F(y) > 0.
1 1

F est une fonction strictement positive et décroissante.

Pour ¢t > 1, 0n a 1 +t> > 1 et comme la fonction inverse est décroissante sur ]0, +oo[ et que 1 et 1+ > en sont
éléments, —= < 1. Enfin e~** > 0 donc

9’ 1+t5 ;
e’ < e—wt
1+t5 —
Or -
M M
1 1 1 1
/ et = {—e‘tw] =Mz Tt o, et /e_t“’dt
1 x =1 T T M—+oo T
donc comme les bornes sont en ordre croissant,
= k xt 3 1
the”
L/ ,dtgu/e_“dt::—e_9
14+t T
1 1

Onadonc:0< F(z) < le™ 2 0 et par encadrement (et non par majoration)
T—r1+00

oA F () =0

3. (a) On ne sait pas résoudre une telle inégalité, on passe donc par le sens de variation de la différence. (|z] <y & —y <z <y).
Par rapport a h car c’est lui qui apparait le moins dans les exponentielles.

—t(z+h —t —t t2h? —tx _ —t —th t2h>
On a e~ tl@th) _o=to 4 ¢ p =tz _ ;e T =e ‘”(e —1+th—" )

e Soit la fonction G définie par : G(z) = e * — 1+ 2z — 2—22
G est dérivable sur R et G'(z) = —e * + 1 — 2.
G' est dérivable sur R et G (z) =e % —1 < 0. pour z > 0 car e % < €’
Donc G est décroissante sur [0, +o00[. Or G’ (0) =0 donc G’ < 0 sur [0, +00].
Donc G est décroissante sur |0, +oco[. Et comme G(0) =0, G < 0 sur [0, +o0].
Pourt>0et h>0o0naz=th>0donc e t@th) o=t 4 ¢ p o—te _ #e’m’ <0
Donc e~ t@th) _o=tr 4 ¢ p e~to < %e‘“ﬁ pour tout h >0, t > 0 et  réel.

e De méme, avec H(z) = e * —1+ z, on trouve H'(z) = —e *+1 >0 pour z >0
Donc H est croissante sur [0, +o0o[ et comme H (0) = 0, H est positive.
Donc pour t > 0 et h >0, e tE@ETh) —e=te 4t p etz > ()

Finalement, pour tout réel t > 0, tout réel x et tout réel h > 0, on a :

e—t(w-‘rh) _ e tw +th et < t 5 et

(b) e—tath) _ g—te L 4 p o—te _ #e—t(z+h) _ e—t(m+h)(1 —eth 4t heth — %)
e Soit G(z) =1—€* + ze* — %
G est dérivable sur R et G'(2) = ze* —z = z(e* — 1).
Or pour 2 < 0,e* < e =1 donc G’ > 0 sur | — 00,0] et G y est croissante.
Comme G (0) =0, on a alors G < 0 sur | — 00, 0].
Donc pourt>0et h<0Oavecz=t.h<0ona

t2h?
eft(:r+h) _ o tm +th e tT 5 eft(:r+h) <0

et

t2h?
e—t(w-{-h) _ e tw +th et < 5 e—t(w—i—h)



e Soit H(z) =1 — e + ze*.
H est dérivable sur R et H'(z) = ze* < 0 sur | — 00, 0].
Donc H est décroissante sur | — 0o, 0]. Comme H (0) =0, on a H > 0 sur | — 0o, 0].
Donc pourt>0et h<0avec z=t.h<0ona

0<e tEth) _otr 4 4 peto

Finalement -

< PR ien)

- 2

(c) Orpourt>0,2>0etz+h >0 ona—tr<0donce ™ <1et—t(x+h) <0 donce @+ < 1. Si bien
et@th) _o—te 4 4 p e—fm‘ < #

’e—t(m-i-h) _ e tT +th et

On remarque d’abord que toutes les intégrales ci dessous convergent :

En effet =

1
s BATE) o = > 0 donc f 5 1+t5)dt converge.

OO
L’intégrale 1+t5 ~dt a été traitée au 1).
1

Enfin pour x > 0 et x +h > 0, F' () et F' (x + h) sont définie.

T te—at T emtlath) T et Tthets
F h) — F h | ——=dt| = ——dt — | ———=dt —dt
(@+h) = Flz)+ /1+t5 / [ /1+t5 +/ L+ 65
1 1 1
x 7t(:1:+h 7ta: th —tx
= + € dt| bornes croissantes
1+t
1
® e—t@th) _o—te 4 4 | ot ® 22
< dt <
/ 1+t5 t/21+ﬁ
1 1
D’ou finalement,
o tefzt hQ s t2
h) h ——dt
F@+h) )+ /1—|—t5 - 2/1+t5
1 1

(d) En factorisant puis divisant par |h| > 0 I'inégalité précédente, on retrouve le taux d’accroissement:

o0 (o)
F(x—|—h)—F(a:)+/tef’3t i/ 0
h 145 - 2 1+ t5 h—>0
1 1
Donc par encadrement ($+h) Flz) 4 f s ** 1t tend vers 0 et w R tf;:st dt.
1

t —xt
F est dérivable en z et I/ (2) = — / R

1+t
1
4. On a vu que pourt>0 x>0etz+h>0,on avait |e”* (z+h) _ g—te 4 ¢ he | < %
Donc |te*t(“"+h) —te~t® +t2he’“”| < %

o0
F'(z+h)—F'(x) 2 ,—at h2
S - [ SSEdt < 5

T dt —> 0

En procédant comme précédemment, on obtient I + =

»—Ak“g

. 7’ 3 7’ . . .
Il faut noter que cette intégrale converge encore car # ~ t% On ne pourra donc pas procéder ainsi une fois de
plus.

F'(z+h)—F' () T 2t
Plath)=F(@) _, [ ety

Donc par encadrement 5
h—0 7% 1+t

OOtQ —xt
Finalement F” est dérivable sur [0, +oo[ et F”(z) = /ﬁdt
1

5. On se propose de montrer que la fonction In(F') est convexe.

(a) aA?+2bA\+c est un polynome de degré 2 en X. Donc s'il est positif ou nul pour tout A c’est que son discriminant
est négatif ou nul. i.e. si (2b)2 —4ac < 0; Alors ac — b2 > 0.
4



(b) Comme F > 0, la fonction f = In(F) est deux fois dérivable sur [0, 4+o00[ et pour x € [0, +00[

P (@)F(2) = (F'(x)°
F2(z)

Fey =20 o pria) =

Avec a = F”(x), b= F'(z) et ¢ = F(x), on reconnait au numérateur ac — b2.
On considere donc

oo o0

(N2 42Xt + 1) e *rt (At +1)% et M+ 1)% et
/ + dtZOCari( +1)e >0
1415 14+¢° 1415
1 1

N F7 () + 20F' (2

et que les bornes sont en ordre croissant.

Pour tout z > 0, F”(z)F(z) — (F'(x))* > 0 et donc f7(z) > 0. On en conclut que f = In (F) est convexe.



