Corrigé du DM n°12

Exercice [EDHEC 2001].
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere une épreuve aléatoire pouvant aboutir a 3 résultats
différents R;, Ry et R3 de probabilités respectives Py, P> et P3. On a donc

P +P+P=1

et on admet que, pour tout ¢ de {1, 2,3},
O0< P <1

On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus. Pour tout ¢ de {1,2,3}, on note X; la variable
aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro 7 n’est pas obtenu a l'issue des n épreuves et 0 sinon. On désigne par X la
variable égale au nombre de résultats qui n’ont pas été obtenus a l'issue des n épreuves.

1. (a) X compte le nombre de résultats qui n’ont pas été obtenus. X; prend la valeur 1 si le résultat R; n’est pas
obtenu, ainsi en sommant les X;, on obtient bien le nombre de résultats parmi {R;, R, R3} qui n’ont pas été
obtenus :

Conclusion :‘X =X+ Xy + X5 ‘

(b) L’événement [X; = 1] signifie qu’en n épreuves indépendantes, le nombre de R; obtenu est nul. Or ce nombre
suit une loi binomiale de parametres (n, P;) donc

P(X;=1) = (Z) PP1-P)'=(1-P)"

Conclusion : ‘Xi = B((1-P)") ‘
(c) Comme E (X;) = (1— P;)" alors
Conclusion : | E(X) = E (X1) + E (Xs) + E(X3) = (1- P)" + (1 - P)" + (1 - Py)" |

La suite de cet exercice consiste & rechercher les valeurs des réels P; en lesquelles E(X) admet un minimum local.
Pour ce faire, on note f la fonction définie sur I'ouvert ]0, 1[x]0, 1[ de R? par :

f@y) =0 —2)"+ (1 —y)" + (z+y)"

2.(a) Comme P; + P+ Py =1alors 1 — Ps =P, + P,.
Conclusion : ‘ E(X)=f(P,P) ‘

(b) f est une fonction polynomiale de deux variables de degré n, f est donc de classe C? sur ]0, 1[x]0, 1[.
3. (a) On a pour (z,y) €]0,1[x]0,1]
n(f)(zy) = nl-2)" " x (- +n(z+y)" " =n [(33 +y)" T = (-
%(f) (wy) = nf@+y -1 -y"
(b) On a donc

On(f) (x,y) =0 (@) —(1-2)" =0 (@+y)" " = (1-2)" =0
{62<f><w’y>=0 ‘:’{ (@+y)" = (1-y"t=0 ::’{ (1—2)" ' =1—y)""

Or comme (1 — x)”fl =(1- y)”f1 <= 1—2=1—y car la fonction ¢t — t"~! est strictement croissante sur
Rtetquel—ax>0et1l—y >0, donc

n(f)(z,y)=0 20)" ' —(1-z)""=0 dr=1-z z=1/3
{32(f)($7y)=0 @{ T=1y ‘E’{ T = ‘:’{ y=1/3

11
Donc le seul point critique de f sur |0, 1[ x ]0, 1] est le point <3, 3).

4. (a) On calcule alors les dérivées partielles secondes :
RN @y = nm=1[@+y"*+1-2)""]
8571(]”) (z,y) = nn—1)(z+y)" > = 93 5(f) (z,y)  d’aprés le théoréme de Schwarz

Boll)(@y) = nln-1)[@+y)" 7+ 1-y)"7
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11
On a donc la matrice hessienne de f au point critique (3, 3) :

(3w (3)7( )

2 n—2
Soit A € R, on pose A =n(n—1) (3) X afin de simplifier les calculs

11

2\ (2N 1
2 Z ) = ; 3 . _ z . ; o
Va(f) <3, 3) Al est non inversible <  n(n—1) <3) ( 1 9 _ X) est non inversible
& 2-N)P?-1=0 & N?—4NV+3=0 & N-1)(N-3)=0 <N=1louXN=3

n—2 n—2
11 2 2
Les valeurs propres de V2(f) (3, 3) sont n (n — 1) (3) et3n(n—1) (3) et sont strictement positives
car n > 2.

1
Conclusion : | Donc sur 'ouvert ]0,1[ x ]0,1[, f admet un minimum local en (3, 3).

1
Pour avoir le moins de résultats non obtenus (en moyenne), il faut les avoir tous avec la méme probabilité 3

3

(b) Conclusion : | E(X) = 3 (2>n

Exercice facultatif [ESCP 2001].

1. On consideére la fonction G de deux variables réelles définie, pour tout x et y strictement positifs, par :
2

x 3
G(1’7y):@71n1'+y7§

(a) G est de classe C? en (x,y) tels que y # 0 et x > 0 donc sur R* x R*

T 1 22—

G (v,y) = ———=

y: oz Y2z
22 a2 4P
hG(zy) = ——41=—2
y? y?
Les dérivées d’ordre 2 s’écrivent
1 1
2 _
81(;<$,y) - ;5 +-$2
2x
812)261 (:ay) = 83,167'(:];,1]) = _?73
3z
agG (‘Tvy) (x,y) = F

(b) Si G a un extremum local sur Pouvert R* x R* alors

81G($;y)20 $2_y2:0 {L‘:ycarx>oety>0
{52G(Jf,y)=0 TP -a2=0 T v —y2 =0

et comme y° —y? =0 =y (y — 1) et que y # 0 alors

Conclusion : ‘ le seul point critique de G est (1,1) ‘

V2G(1,1) = <_22 _32>

Si(2-A)B—-X)—4=X-5X+6=0,alors A\ =2 ou A = 3.
Dong, sur 'ouvert R* x R* G a un extremum local en (1,1) et comme les valeurs propres de V2G(1,1) sont
strictement positives, ¢’est un minimum local.

On teste si (1,1) est un extremum local :

Conclusion : ‘ le seul extremum local de G est un minimum local en (1, 1) ‘
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2. On considére maintenant la fonction f définie, pour tout = strictement positif, par :

2
f(z) =G(z,1) = % —Inz— %
(a) f est dérivable sur ]0, +oof et
fay=a- ot
x x

f! est dérivable sur ]0, +oo[ et
1
" o
ff(x)=1+ 2 >0
donc f est convexe sur |0, +o0o[ On a les limites aux bords du domaine :

fla) — +oo

T 222 | z—+oo
et n () )
z In(z
f@)fe=5 ===~ 5 .o T
donc la courbe représentative de f a une branche parabolique verticale.
x 0 1 +00
2 —1 - 0 +
[ (@) - 0 +
f(z) [ 400 N 0 7 +o0
i. Une primitive de f sur l'intervalle ]0, +oo[ est F' définie par
3
1
F(z)= % —zln(z) + 22

en effet, F' y est dérivable et F' (z) = f (x)

1
ii. L’intégrale / f(x)dx est impropre en 0 (f n’y est pas prolongeable par continuité) et pour £ > 0
0

1 3 1 3
T 1 1 1 € 1 2

1
2
Donc / f(x) dx converge et vaut 3
0

1 n .
(b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On pose S,, = — Z f (‘7>
n = n
i. Pour encadrer 'intégrale, on encadre le contenu en utilisant le sens de variation de f :
Pour tout entier j vérifiant 1 < j <n,ona j+ 1 <n et donc

Jj+1
n

IN
—_

0<?<
n

Donc f est décroissante sur [%, j“] et pour tout ¢ tel que % <t< % on a

f(i)>f(t>>f<'zl).

Et comme % < % (ordre des bornes)

<

() [ [ s [ (a2 0)

ii. On somme alors les inégalités précédentes de 1 & n — 1 (valeurs de j pour lesquelles 'inégalité est vraie) et
on rectifie afin d’avoir S, :

S



Pour le membre de gauche :

S () -5 () - (8) - (2) () s

j=1

Pour le membre de droite :

Hif() sXs(2)-rof=s,

=1

<.

Et pour le centre :

n—1 % 1
Z/ f(z)dx :/ f(z) dz (Chasles)
=17 % W
On a donc
1, /1 !
Sn—=fl=) < flz)de <5,
n" \n 1
ou encore :

iii. Pour tout ¢ € ]0, %] , | est décroissante sur [e,1] donc f (%) < f () ainsi

(-)o2) - EJor 1o

et par passage a la limite dans l'inégalité quand ¢ — 0

o<bo(t) < f o

(c) On considere la suite (Sy,),>2 définie précédemment. On a

/ ! fw)ds = ) =

alors L f (l) — 0 par encadrement.
n "/ n—+oo

D’autre part,

1
/ flx)de — / f(z)dx (car cette intégrale impropre en 0 est convergente)
% n—+oo [q

1 1
Lf(x)dxssns %f (i) +L f(z)dz

on en déduit par encadrement que

Alors par ’encadrement

Sp —> /Olf(z)dx=2

n—-+oo

2
Conclusion : | S, — -—.
'onclusion " ST 3

n
(d) On rappelle que, pour tout entier naturel non nul, on a 1'égalité Z k2 =
k=1

nn+1)(2n+1)
G :



i. On calcule :

j=1 j=1
o= m) < — 1
D LR SR o
j=1 j=1 j=1
B 1 n 5 1 n j n
= ge2 (1l -3
j=1 j=1
1 n(n+1)(2n+1) n! n
= — —In(— ) —=
2n2 6 nn 2
B in(n+1)(2n+1)_ln nl\ n
22 6 n 2
_ (n+1)(2n+1)_ﬁ+ln n"
12n 2 n!
_ —4n? +3n+1 In n"
N 12n n!

ii. En divisant par n on obtient donc

—4n? +3n+1 1 n"
Sp=——re——+-1
12n2 + n n n!
Comme
—4n? +3n+1 1 L, 1
12n2 3 4n 1202 no+oo 3

t S, — 2 1
et que nn_)+oo3aOI‘S

A

11 n" —4n? +3n+1 . 2 1
— In =5, —
12n2 n—+oo 3 3

n n!

Conclusion :| lim l In (n) =1

N.B. Cela ressemble au théoréme sur les sommes de Riemann :

1 n" 1 & n 1 & i !
nln<m) :n;m(i)zn;‘m(n) n:;/() ~In(t)dt

intégrale impropre qui vaut 1 si In est continue sur [0, 1] ... ce qui n’est pas le cas.



