Corrigé du DM n°13

Exercice [EDHEC 2008].

+o0 1
1. L’intégrale / ——— dx est impropre en +oc.
o (1+u)

Mo -1 M 1
/ 2d:c{ } =1- — 1 quand M — +o0.
o (1+z) 1+z], 1+ M

+oo 1
Conclusion : / (72 dx converge et est égale a 1.
0
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2. On considere la fonction f définie par : Vo € R, f (1) = ———.
2(1 4 [z[)
1
a) Pourtout x e R, —z € Ret f(—2) = ——7—< = .
(®) Pour tont a € B, —r € R et f (=) = 5o = £ &)

Conclusion :

(b) f est continue sur R car 1+ |z| # 0.
f est positive sur R.

400 +o0 0
1 1
Comme f est paire et que / fl@)dx = / ————dx = - alors / f converge et vaut %
0 o 2(1+ux) 2 —oo

+oo
Donc / f(z)dz converge et vaut 1.

— 00

Conclusion : ‘ f est une densité de probabilité. ‘

Dans la suite, on considére une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (2, A, P) admettant f comme
densité. On note F' la fonction de répartition de X.

3. On pose Y = In(1+ |X]|) et on admet que Y est une variable aléatoire & densité, elle aussi définie sur l'espace
probabilisé (Q2, A, P)
(a) Comme 1+ |X|>1alorsIn(1+|X]|)>0et Y (Q)=10,+00].
(b) Pour tout réel x, on a G (z) = P (Y < z) avec

Y <z]=[1+|X|<e"|=[|X|<e"—1]=0sie” <1
et
YV <z]=[-€e"+1<X <e®—1] siz>0.

De plus, comme —e” +1 < e® —1o0n a

0 siz <0
G(I)_{ Fe*—1)—F(1—e%) siz>0
(¢) G est donc continue sur |—oo, 0]
Et comme F est continue sur R (fonction de répartition de variable & densité) alors G est continue sur [0, +o00[
Continuité en 0~ : G () =0 = 0et G (0) = F (0) — F (0) =0, donc G est continue sur R.
G est de classe C! sur R\ {0} (car F est de classe C! sur R )

Conclusion : ‘ Y est une variable aléatoire & densité. ‘

En posant g(0) = 2f(0), une densité est alors donnée par

N 0 siz <0
g(x)_G(m)_{e””f(e”—l)—i—e”’f(l—ex) siz>0
et comme f est paire, on a pour z > 0, f (1 —¢e*) = f(e* —1).

2¢°f(e* —1) siz>0
0 six <0

Conclusion : | Une densité est g (z) = {

I
|
|
]

(d) Pour £ >0, ¢* —1>0donc |[e* — 1| =e* —1 et f (" — 1)

Donc pour z > 0: g (z) = Qéemeﬂm — T

Conclusion : |Y — & (1)



Exercice facultatif [ESCP 1998].

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont supposées définies sur un méme espace probabilisé,
muni de la probabilité P.

1
Pour tout entier n > 1, soit X,, une variable aléatoire réelle vérifiant P(X,, = k) = — pour tout entier k tel que
n

Xn
0<k<n-1.0nposeY, =—-

n
D’autre part, soit Z une variable aléatoire de loi uniforme sur Uintervalle [0, 1].

1.(a) Z a pour densité : u (t) = 1 sur [0,1] et 0 ailleurs.
OnaE(Z)="% =3

E(2°) = [T2u(t)dt = [ 2dt = {g} =letV(z)=1-1=1

1
0

Conclusion : | E (Z) = % et V(2) = %

(b) On a E(X,) = Z;é kl= (n=Ln _ n-1

2n 2
n—1 n—1)n(2n—2+1 n—1)2n—1
B (X}) = Tjg 424 = Letnfcteh  oaec
2 n—1)(2n—1 n—1\2 n—1)(4n—2—3n+3 n?—
et V(X,) = E (X7) — E(X) = )é )_(Tl) = (=2 12 ) = T
Et comme Y,, = % alors E(Y,) = +E(X,) =%1 et V(Y,) = 5V (X,) = q;;zl

Conclusion : | E(Y,,) = "2—;1 — % et V(Y,) = ?;;21 _ %

(c) par le théoréme de transfert, on a :

E(f(Yn))

> TWPY =y

yeY (Q)

O
_ igf(:) —>/01f(t)dt

pour f continue sur [0, 1] (sommes de Rieman)
d’autre part, le théoreme de transfert (hypotheéses 2007 : f continue et intégrale absolument convergente,
hypotheses 1998 : f C? et strictement monotonne) E (f (Z)) = fj:j f@)u(t)dt = fol ft)dt

Conclusion : ‘ E(f(Yn) — E(f(Z)) quand n tend vers +oo ‘

2. Pour tout réel x on note |z | la partie entiere de z, c’est-a-dire le plus grand nombre entier relatif inférieur ou égal
ax.

(a) On a |z| <z et comme c’est le plus grand, Ent(z) 4+ 1 est trop grand!
On a donc |z] <z < |z]

Et avec nx :
l[nz] < nz<|nz]+1donc
—— < x < —+4 — et en inversant :
n n n
1
Rl
n n

et par encadrement

. , . nr
Conclusion : | pour tout réel z, lim u = z.
n—-+oo n

k
(b) Soit a et b deux réels vérifiant 0 < a < b < 1 et soit I,,(a,b) le nombre d’entiers k vérifiant a < — < b. Montrer
n
que a < % < b <= na < k < nb avec, pour k entier,
k <nb<= k < |nb| pour k entier et car |nb| est le plus grand de ceux vérifiant k < nb
na < k<= |na] < k<= |na] +1<k car k n’est pas de ceux vérifiant k < na
Donc a < £ <b <=k € [[|na) + 1, [nb]]] dont le cardinal est I, (a,b)

Conclusion :‘In (a,b) = [nb| — |na| ‘




(¢) Si0<a<b<1,
Sur les événements,

a<Yo<t)= |J (r=y

yeY(Q)
a<y<b

Or, les valeurs de Y sont les £, avec k entier de [0,1].
Donc (a < Y, < b)réunion de I, (a,b) événements incompatibles, de probabilté 1 (0 <a <b<1)

Donc
I
Pla<Y,<b) = n(;;’b)
_ nb) — [na)
|nb] |nal
- n n
— b—a
Conclusion : |Si0<a <b<1, alors Em Pla<Y,<b)=Pla< Z<h).

1
3. Pour tout entier n > 1 on note Z,, la variable aléatoire —|nZ| et on pose D,, = Z — Z,.
n

(a) [nZ| est un entier.
et ([nZ] =k)=(k<nZ<k+1)= (£ <z <kt
Donc si k ¢ [[0,n — 1]] alors P (|[nZ] = k) =0
et si k € [[0,n — 1]], alors

P(nZ] =k) = P(IZ<Z<k:1):/€n 1dt

S|

Donc [nZ] ala méme loi que X,.
Et comme Y,, = %Xn et Z, = %LnZJ alors

Conclusion :

(b) Ona0<nZ—|nZ] <1ldonc0<D, <1/net
e siz<0alors P(D, <z)=0
osixzéalorsP(Dngx)zl
e Enfin,si0 <z < % alors

Z, et Y, ont méme loi de probabilité. ‘

(Dn <) = (

qui dépend de la valeur de Z,.

(Zn = %)ke[[o oy €St un systeme complet d’événements donc
n—1 k
P (D, < = Pl0L<Z-Z,<nxNZ,=—
( < x) kz:l ( < <nx n)

k k
= Z P ( <Z<—+ x) (si ...alors et réciproque car nz < 1)
n n

= Nn-x

Conclusion : | F(z) =P (D, <2)=0siz<0; F(z) =nzsi0<az<i;F(z)=1siz>1

Cette fonction de répartition est continnue sur |—oo, 0] sur [O, %[ et sur [0, +00]
En 0" : F(z) =nz — 0= F(0) quand x — 0" idem en 1.

Donc F' est continue sur R.

Elle est C* sur R\ {0, -} donc D,, est une variable & densité.

une densité est : f (z) = F' (z) =nsiz € [0, 2] et 0 sinon.

Conclusion : | D,, < Z/l[o 1]




1
(¢) Pour un entier k tel que 0 <k <n—1 et un réel y tel que 0 <y < —,
{Zn =

{Zn =

3

et D, <y} aété vu ci dessus, avec
et D, <yp={E<Z<+y}

k
etP(Zn:etDn§y>:y
n

(d) Ontest : P (Z, = £)P(D,, <y) = 2ny=P(Z,=Eet D, <y)
pour y € [0, 1] et nullité partagée sinon.

3= 3=

Conclusion : ‘ Z, et D,, sont indépendantes. ‘




