Corrigé du DM n°3

Exercice.
Soit B = (e, e2, e3) une base d’un espace vectoriel E. Pour tout réel a, on considére ’endomorphisme f, de E défini

par

fale2) =0r et faler) = fa(es) =aer +e2 —aes.
1. (a) On sait que
Im(fa) = Vect (fa(el)a fa(eZ)a fa(e3)) .

Or fu(e1) = fales) et fo(ea) = 0g, donc Im(f,) = Vect(fy(e1)). Or fo(e1) # Og, donc la famille (f,(e1)) est
une base de Im(f,).
(b) D’apres le théoréme du rang,
dim (Ker(f,)) = 3 — dim (Im(f,)) = 2.
De plus, f.(e2) =0g et fo(e1) — fa(es) = fa(er — e3) = O, ainsi eq, 1 — e3 € Ker(f,).
Comme (es, €1 — e3) forme une famille libre, alors (es,e1 — e3) est une base de Ker(f,).
(¢) D’apres la définition de f,

a 0
A=matg(f,)=[ 1 0 1
—a 0
2. On pose €} = fu(e1), e, = e1 —e3, €5 = e3.
(a) Montrons que (e}, €}, e5) est une famille libre de E. Soient A1, A3, A3 € R tels que

)\16’1 + /\26’2 + )\365 =0g.
En revenant & la base initiale, on a
A (ae; +es —aez)+ Ay (e1 —e3) + Azes = 0g.

(Ma+X)er+Aes+ (—Aa — A2+ A3)es =0g.
Comme la famille (eq, e, e3) est libre,
)\1 a+ )\2 =0
A1 =0
—Aa—X+2A3 =0
Donc Ay = A2 = A3 = 0, la famille (e], €}, e5) est une famille libre de 3 éléments de E, espace vectoriel de
dimension 3. C’est donc une base de E.

(b) On a fa(€)) = fa(faler)) = falaer +ea —aes) = afaler —e3) = 0, fa(es) = faler —e3) = Op et fa(ez) =
fa(es) = €}. Dot

o O O
O O O

0 0 1 0
A=10 0 0, A? = 0
0 0 0 0
Donc f, 0 f, = 0.
(c) Le rang de A est égal a 1, il n’est donc pas maximal. La matrice A n’est donc pas inversible.
3. Pour tout réel x non nul, on pose B(z) = A — z I3, I3 désignant la matrice identité de M3 (R).
(a) On a pour z # 0

—x 0 1
Bz)=10 -z 0
0 0 —=x

B(x) est une matrice triangulaire supérieure & diagonale non nulle car x # 0, B(z) est donc une matrice
inversible.

(b) Ona (A—al)(A+al3)=A%—22; —a 3 A+x Alz = —22 I3, soit

1

Donc (B(z))~! = (A+z13).
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(¢) D’apres la formule du binéme, pour tout n € N on a déterminer

n

(B(x))" = Z (Z)(l)”kx"’“/l’c = (“1)"a" 5+ (~1)" e A = (<1)" (a5 — na" L A) .
k=0

Exercice facultatif [EMLyon 1995].
On définit la fonction
fi 2,400 «— R

r — ——
2 —1

1. Pour tout = > 2,

1
e 0<z?—1<2? donc0< Va2 —1< Va2 =|z| =, ainsi

va?—1

e 22 —z=x(r—1)>0doncx®>>xet Va2 —-1>+z—1>0,donc

1 1
> — car x — — est décroissante R, .
x T
1 1
< .
Vz -1~ V-1

lgf(mg\/;j

2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit l'intégrale :

I, = /: () da.

Conclusion :

(a) On réutilise 'inégalité précédente pour avoir la limite par minoration :

1
— < f(x) pour tout x > 2 done, pour n > 2 (ordre des bornes)
x

/:f(x)dx>/2n;dlen(n)—ln(Q)

De plusn In (n) —1n (2) = ~+00, alors, par minoration
n—-+0o0o

Conclusion :| lim I, = 400
n—-+oo

(b) On définit la fonction
F: [2,400] +«— R
z — In(z++vVaZ-1).

Pour z € [2,400[, on a x + Va2 —1 > 0, F est donc dérivable sur [2, +o0].

F'(z) =

1 2z
v ()
1 m—i- T
z+ V2 —1 < Vaz —1 )
= [(=)
Donc F est une primitive de f sur [2;4o00[ et
Conclusion : | I, = F (n) — F (2) = In (n+vn2 — 1) —In (2 + V/3)

(¢) On leve la forme indéterminée en factorisant a I'intérieur de la racine puis du logarithme.

F(n)—In(n) = n? — 1) —1In(n)

In (n+
~ I <n+ n? (1—&)) —In (n)
L <n+ In| /1 - 2
(3
— ()

n—-+oo

= In

Conclusion :| I, —In(n) — In(2)—In (24 V3)

n—-+o0o

2



3. On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :

- 1
%
--> n = input(’Entrez la valeur de n’);

--> $=0;

--> for k=2:n

-—> S=S+1/sqrt(k"2-1);
--> end

--> disp(8)

k+1
On va encadrer f sur chaque intervalle [k, k + 1] et écrire I,, = Z / (z) dx.

Pour k > 2, la fonction f est décroissante sur [k, k + 1], donc pour Ek<zx<k+1

1 1 1
\//4:2—1>\/x2—1>\/ 2 ’
(E+1)" -1

Ainsi
k+1 1
vk v (k+1)> =1
h 1 1
Le membre de droite donne pour h =%k +1> 3: dx > . Donc pour k > 2,
o1 Va2 —1 VvhZ =1

k 1 k+1
7dx
/k 1V v vzt -1
En sommant on obtient

d.T = dm = I77,+17

1 k+1 n+ 1
- > - -
kzz\/kQ—l_];/k Vo2 —1 /2 VarZ -1

et

1 ' 1 K| 1 1 1
——< ——dr= | —do ==y ——=—F) ——— <
;\/hQ -1 ,;/h_l Va? -1 2 Va2 —1 ; V=1 V3 ;’ Vh? -1

Conclusion : | I, 11 < S, < I, + %

Comme (I,,) est une suite croissante, on a

1
+1 \/g
Ainsi

1<

Sh
<
I,

1
14— — 1
\/gln n—-+oo

S . . .
Par encadrement, —~ — 1. Par ailleurs, on a vu & la question 2.(c) que
In n—-+oo

In—ln(n) — ln(2)fln(2+\/§>.

n—-+o0o
Donc I J |
_n 1= w — 0,
In (n) In(n)  n—+oo
Ainsi
I,
— 1.
In (n) n—+oo
Conclusion : Sn = & In — 1
In(n) I, In(n) notoo




