Corrigé du DM n°9

Exercice [EM Lyon 2006].

On counsidere les trois matrices de Mo (R) suivantes :

0 1 0 0 10
a=(01)o=(0 1) v=(00)
1. (a) Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont sur sa diagonale. Ainsi
Conclusion : | Sp(A) = {0,1}

(b) Comme on a deux valeurs propres distinctes, il suffit d’avoir deux vecteurs propres pour avoir une base :

o0)=(5)

1 s
donc ( 0 ) est un vecteur propre associé a la valeur propre 0.

()=

donc ) est vecteur propre associé a la valeur propre 1.
1
0

1
1
Donc ( (

) ( )> est une base de vecteurs propres. Par conséquent, avec

1 1
P=(01)
on obtient donc
Conclusion : |A = PD P!

On note E I'ensemble des matrices carrées M d’ordre 2 telles que : AM = M D

2. (a) Montrons que E est un sous-espace vectoriel de My (R).
e Par définition, E est inclus dans My (R).

e 0, € F car A02 =09 =02D.
e Soient M et N de E et a et B réels alors
A(aM + BN) = aAM + AN = aMD + BND = (aM + BN) D
Donc (aM + BN) € E

Conclusion : ‘ E est un sous espace vectoriel de My (R) ‘

(b) Soith(aZ: i)une matrice de M3 (R). On a
[zt (0 vy
AM_(Z t) et MD_<O t)

Donc M appartient a E si et seulement si { z -

Conclusion : ‘ M € E siet seulement si z=0et y=1 ‘

(c) On parametre alors les solutions :

_ Tz Yy . . . Tz t .
E_{<z t>avecz—06ty—t}—{(0 t>avecx,t€R}—Vect(<

(U, A) est donc génératrice de F, de plus, cette famille est libre donc
Conclusion : ‘ (U, A) est une base de E‘

0
0 0

Conclusion : ‘ U A n’est pas élément de E ‘

O =

0 ).(9 1)) vt

(d) OnaUA= ( ) qui ne vérifie pas la seconde équation "y = t” car 0 # 1.




3. On note f: Ms (R) = My (R) I'application définie, pour tout M € My (R), par :
F(M)=AM — MD.

(a) Pour tout M € My (R), on a f (M) € Mz (R).
Soient M et N de My (R) et v et (3 réels alors

A(aM + BN) — (aM + SN)D
aAM + BAN —aMD + BND
= a(AM —MD)+3(AN — N D)
= af (M)+3f(N)

f(aM + BN)

Conclusion : ‘ f est un endomorphisme de Ms (R) ‘

(b) On a

MeKer(f) — AM-MD=0 < MEecE

Conclusion :‘Ker (f) = E et dim (Ker (f)) =2 ‘ puisque (U, A) en est une base.

(c) D’apres le théoréme du rang, on a alors

dim (Im (f)) =4—-2=2

Conclusion :‘dim (Im (f)) = 2‘

(d) Soit M = ( z ? ) alors

et
B z=x y=t—y z=x y=0
f(M)_M<:>{Z:Z <:>{ f—0

Donc F; = {( i 8 ) avec x € R}. Comme E; # {0g} alors 1 est valeur propre de f.

De méme,
_ z=—x y=—t+y z=0 0=0
f(M) = M‘:*{Zz t=0 (:’{zo t=0

0 0

(e) Les sous espaces propres de f ont donc comme dimension :
e dim (Ep) = dim (Ker(f)) = 2.

e dim (Fy) =1 car F; Vect( } 8 >

Donc I'ensemble de ces matrices est E_1 = { ( 0y ) avec y € R} # {0}. Donc —1 est valeur propre de f.

e dim(F_q1)=1car E_, :Vect( 8 (1) >

On obtient ainsi
dim (Ep) +dim (Ey) +dim(E_;) =2+ 1+ 1 =4 = dim (M3 (R))

alors

Conclusion :‘ f est diagonalisable‘

(f) Dans une base de vecteurs propres B, les représentations matricielles de f et f3 seront

000 0 B 0 0 0
Mats (f)= | o g 1 g | etdome Mats(ff)=Mats()*=| o o 3
000 -1 0 0 0 (-1)°

Donc Matg (f3) = Matg (f).
Conclusion : | fofof=f



Exercice facultatif [ESCP 1996].

On cousidere la fonction f définie sur |0, +oo [ par :

F)=1et fla) = 25120

1. 2 — f(x) est continue en tout z tel que x # 1 et > 0 donc sur ]0, 1] et |1, +o0].
Vérifions la continuité en 1.

six # 1.

Pour x # 1, on pose h=x—1. On a

f@) =797 h 2
Or In(1+4+h) ~ h donc
h—0
1
n(l+h) 1
h h—0

ainsi f(x) e 1= f(1). Donc f est bien continue en 1. Finalement f est une fonction continue sur ]0, +o0[.
r—

2. f est dérivable sur les intervalles |0, 1] et |1, +00[ comme quotient de fonctions dérivables

1N 2?2 —1—2xIn(2) _ In(z) — xZ;l
f (x) - 2$($ _ 1)2 - (x — 1)2

Soit g(x) = In(x) — ””22;1 g est dérivable sur |0, +o0[ et

1 222 — (22 —1) 2z—2"—-1 —(xz—1)?

gl(x) = ; 2x2 - 2.’E2 — 2{£2 < O
Donc
T 0 1 +00
g'(x) - 0 -
g(z) + 0 -
f'(x) + I -
f(x) N

Donc f est strictement croissante sur |1, +o00[ et strictement décroissante sur |0, 1[.
3. Pour tout x strictement positif et différent de 1, la dérivée f’ de f vérifie :
22 —1-2xIn(z) 2z(x—1)—2zhn(z)—(r—-1)?2 (z—1)—In(z) 1

f'(®) = 2w(e — 12 (z— 1) T @-12 2

4. (a) Donnons le développement limité de ¢ — In (1 +¢) & 'ordre 2 au voisinage de 0.
2 2
In(1+1t) ?thJrO(t ).

(b) On calcule la limite du taux d’accroissement en 1. Soit = # 1,

f@) =) 22 -1 @4 1)) -2« —1)

r—1 r—1 B 2(x — 1)2

On étudie le comportement de ce taux d’accroissement au voisinage de 1. Si on pose z = 1+, lorsque ¢ est au
voisinage de 0, = est au voisinage de 1, ainsi

flx)—f(1)  (z+1)In(z) -2(x—1) (2+1t)In(1+1t) -2t

xz—1 2(x —1)? 2t2

Or lorsque t est au voisinage de 0

@+0)n(l+t) -2t @+ (t-5+o0(2)) -2
2t2 2t2
2t — 12 + % + o (?) — 2t

2t2
0 (tg)

ol

ell




2
ot
( ) — 0, ainsi on peut en conclure que

définiti
Or, par définition, TP,

f@) = f)

x—1 r—1

0=f'(1)

Par conséquent, f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.

(¢) f' est continue sur ]0, 1] et |1, +o0o[. Déterminons la continuité de f” en 1.

(x—1)—In(z) 1

) — _ =

(=)= (x —1)2 2z
On pose z = 1 + ¢, ainsi

(z—1)—-In(x) 1 t-—In(1+7?) 1
(x —1)2 2z 2 2(1+1¢)
Or lorsque t est au voisinage de 0
2
t—1In(1+t) 1 _t—(t—%+0(t2)> L _1. 0 1
2 20+1) 0 2 20+t 02 ° 21+ 1)

Or, par définition, o (1) — 0 et 1 +¢t — 1, donc f'(z) — 0 = f'(1). f’ est continue en 1.
t—0 t—0 z—1
Par conséquent, f’ est continue sur l'intervalle |0, 4+o0.
5. Soit g(x) = In(x) — (z — 1). g est dérivable sur ]0, +o0] et

1 1-2z
/
-~ 1= .
g(@) =~ .
T 0 1 —+00
11—z + 0
g/(x) + 0 -
9(z) 70N
Donc pour tout > 1, on a: g(x) < 0 et In(x) < (z —1).
Six>1,alorsz+1>06tdonc
~r+1 In(z) x+1 z2-1 x+1
A i e
1
0rp0urx>1,x—; <x;x:x,doncf(x)<m.

Donc pour tout > 1 on a: f(z) < x.

6. On a la représentation graphique de f suivante

7. Soit a un réel supérieur a 1.
(a) Pour n € N, on définit la proposition P(n) la proposition : ”x,, est bien défini et x,, > 1.”
Initialisation : g = a > 1 donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothése de récurrence z,, > 1, comme f est strictement croissante sur [1, +o0o[, on a

Tarr = f (@) > f(1) =1

P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, la suite (), .y existe et x, > 1.
4



(b) Orsi & > 1 alors f(x) < z. Donc, comme z,, > 1, x,11 = f(x,) > 2, et cette suite est décroissante. Comme
elle est minorée par 1, la suite (), oy converge vers une limite [ > 1.

f est continue sur [0, 4+o00[, donc en I. On a donc f(I) =1. Orsi ] > 1 alors f(I) < et donc f(I) # l. Comme
[ > 1, alors nécessairement [ = 1.

8. Etude de la vitesse avec laquelle la suite (xn)nzo tend vers [ = 1.

(a) f" est de classe C' sur RRY, f est continue en 1.

f(z) — 0.

rz—1

Donc si z est suffisamment proche de 1, |f/(z)| sera aussi petit que 'on veut et donc plus petit que % Ainsi il
existe ¢ > 0 tel que si x € [1 — ¢, 1+ €] alors

(@) <

Comme z,, — 1, il existe ng tel que si n > ng alors z,,
n—-+oo

m wlr=

1—e,1+¢]

(b) Sin > ng alors x, € [1 —e,1+¢]. f est dérivable sur [1 —e,1 + €], on applique I'inégalité des accroissements
finis sur [1 — ¢, 1 + €] entre z,, et 1, alors

1
@) =1 < 5 lon — 1]

(c) On a alors, par récurrence, pour tout n > ng

1 n
n — 1] < () g — 1]37
3) o 10

=K

|:1:n—1| 2\"
<tr o Z
0 /2 3 K

D’ou, pour n > ng

|xn - 1|
]_/2” n—-+oo
Donc la suite (z, — 1), est négligeable devant la suite (1/2"), 5.

0.

Par encadrement,



