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Exercice.

On admet que, si une suite (an)n∈N converge vers le réel `, alors on a :

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

aj = `.

On se propose d’étudier la suite (un)n∈N définie par la donnée de u0 = 0 et par la relation, pour n ∈ N,

un+1 =
u2n + 1

2
.

1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a

0 6 un < 1.

(b) Étudier les variations de la suite (un)n∈N.

(c) Déduire des questions précédentes que la suite (un)n∈N converge et donner sa limite.

2. Pour tout entier naturel n, on pose vn = 1− un.

(a) Montrer que

lim
n→+∞

(
1

vn+1
− 1

vn

)
=

1

2
.

(b) Montrer que
2

n vn
−→

n→+∞
1.

(c) En déduire que

un = 1− 2

n
+

1

n
ε (n) avec lim

n→+∞
ε (n) = 0.

3. (a) Écrire un programme en Scilab qui renvoie la valeur de un, n étant demandé à l’utilisateur.

(b) En déduire un programme, rédigé en Scilab, qui permet de déterminer et d’afficher la plus petite valeur de n
pour laquelle on a 1− un < 10−3 .
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Exercice facultatif.

Préliminaire

Soit (xn) une suite numérique qui vérifie, pour tout entier naturel n, la relation :

xn+2 =
1

3
xn+1 +

1

3
xn

Montrer que :
lim

n→+∞
xn = 0.

On donne :
1 +
√

13

6
≈ 0, 77 et

1−
√

13

6
≈ −0, 44. a et b sont deux réels supérieurs ou égaux à 1.

On étudie la suite numérique (un) définie par : u0 = a u1 = b et pour tout entier naturel n :

un+2 =
√
un +

√
un+1

Question 1

1.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, un est bien défini et vérifie un ≥ 1.

1.b. Montrer que la seule limite possible de la suite (un) est 4.

1.c. Ecrire un programme en Scilab qui calcule et affiche la valeur de un pour des valeurs de a et b réelles supérieures
ou égales à 1 et de n entier supérieur ou égal à 2, entrées par l’utilisateur.

Question 2

On se propose d’établir la convergence de la suite (un) par l’étude d’une suite auxiliaire (vn) définie, pour tout entier
naturel n, par :

vn =
1

2

√
un − 1

2.a. Montrer que si lim
n→+∞

vn = 0, alors lim
n→+∞

un = 4.

2.b. Vérifier, pour tout entier naturel n :

vn+2 =
vn+1 + vn

2(2 + vn+2)
.

En déduire que : |vn+2| ≤
1

3
(|vn+1|+ |vn|) .

2.c. On note (xn) la suite définie par : x0 = |v0|, x1 = |v1| et, pour tout entier naturel n,

xn+2 =
1

3
xn+1 +

1

3
xn

Montrer que, pour tout entier naturel n, |vn| ≤ xn et conclure quant à la convergence de la suite (un).
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