DM n°5

Exercice.

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on définit la fonction f, par :
Vo € Ry, folz)=2a" +92% — 4.

1. (a) Montrer que I’équation f,(z) =0 n’a qu’une seule solution strictement positive, notée wu,,.
(b) Calculer u; et us.
(c) Vérifier que :
VYn € N*, u, E]O,g[

2. (a) Montrer que, pour tout = élément de ]0, 1], on a :

fnt1(x) < fu(z)

(b) En déduire le signe de f,,(un+1), puis les variations de la suite (uy,).

3. (a
b

)
(¢) Montrer que la suite (uy) est convergente. On note ¢ sa limite.
) Déterminer la limite de (u,)™ lorsque n tend vers +oo.

)

Donner enfin la valeur de £.

2
4. Montrer que la série de terme général 3~ u, est convergente.

EITHER WAY,

SURE, CALVIN. | 1F YOU PLUGGED UP YOUR MOULD THE SNEEZE GO | | T WAS KIND
I'M SCARED

WHAT DO YOU NOSE AND MOUTH RIGHT  [OUT YOUR EARS, OR WOULD | | OF HOPING
BEFORE. YOU SNEEZED.. YOUR HEAD YOU HAD A
MATH PROBLEM
OR SOMETHING.
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Exercice facultatif.

Soit p un entier naturel fixé. Pour tout entier naturel n non nul, on pose

1
Un = Tgpy -
("27)
1. Montrer que si p =0 ou si p =1 la série de terme général u,, diverge.
On suppose dans toute la suite que p est supérieur ou égal a 2 et on pose

n
Sn = Z Uk -
k=1

2. (a) Montrer que pour tout n € N,
(n+p+2)unte = (n+2) Uptr.

(b) En déduire par récurrence sur n que
n n P Un+41

3. (a) On pose v, = (n + p) u,. Montrer que la suite (v,) est décroissante.
(b) En déduire que la suite (v,) converge et que sa limite £ est positive ou nulle.

(c¢) Utiliser le résultat précédent pour montrer que la série de terme général u,, converge et donner sa somme en
fonction de p et de £.

4. On suppose dans cette question seulement que £ # 0.

(a) Montrer que

Up ~

12
+oo n

(b) En déduire une contradiction avec la troisieme question.

5. Donner la valeur de £ et en déduire en fonction de p, la somme de la série de terme général wu,,.



