ECE2 Correction de la fiche 1

Exercice 1. [HEC 1994]

Pour tout entier n on note f, la fonction définie sur [0,1] par :

z 2 1 2
fn(x) :/ e dt —/ e " dt.
0 T

1. (a) La fonction ¢ — ™’ est continue sur R donc la fonction z — Iy e’ dt est dérivable sur R (pour z et 0 € R )

La fonction t — e~ Dest également et les bornes de I'int égrales sont dérivables sur R a valeurs dans R donc
T — fwl e~ dt est dérivable sur R. Donc f,, est dérivable sur R N [0,1]= [0, 1].

(b) Comme f, est dérivable sur [0, 1], on a pour z € [0, 1]

fl(x) = e 1— e g e 04 e 1

2 2
— e’ILI +e nx >0

2. L’équation est équivalente a f, () = 0.

Comme f,, est continue et strictement croissante sur [0, 1], d’apres le théoréme de la bijection monotone, f, est
donc bijective de [0, 1] dans [f, (0), f, (1)].

Déterminons les signes de f,,(0) et fn(1).

0 2 1 2 L 2
fn (0) z/ e dt —/ e " dt = —/ e " dt
0 0 0

et comme € > 0 et que 0 < 1 en intégrant Iinégalité, on obtient f,, (0) < 0 et de la méme fagon f,, (1) > 0.
Donc 0 € [f,, (0), fn (1)] et Péquation f, () = 0 a une unique solution sur [0, 1]. Donc il existe un unique ¢, tel

que
Cn 5 1 2
/ e dt—/ e dt=0
0 c

n

De plus, ¢qg vérifie :

Co 1 1
/ eOt2dt—/ =0 & [~ 1, =0 & 20~ 1=0 & e = 5
0

Co

. On ne connait pas ¢, mais seulement le fait qu’il soit solution de I’équation. Pour comparer ¢, et ¢,41 on comparera
donc leurs images par f, ou fnt1. Comme f, (¢;) =0 et fni1 (chy1) = 0, puisque f,, 41 est croissante sur [0, 1],

comparons frn11 (¢n) et fnr1 (ena1) = fu (cn)
Cn 2 1 2
/ e(n+1)t dt—/ e—(n+1)t dt
0 c

n

Cn R 1 R
/ e dt —/ e ™ dt
0 c

n

fnt1 (cn)

fn (cn)

Or comme n < n+1et que t2 > 0on ant? < (n+1)t? | exp est strictement croissante sur R donc et < (D

Cn Cn
/ Entht < / e(n+1)t2dt
0 0
1 2 1 2
f/ e dt < f/ e gt
C C

n n

comme 0 < ¢, on a

De méme

Finalement,
frnt1 (ent1) = fr (cn) < frgr (cn)
Comme f,,11 est strictement croissante sur [0, 1] et que ¢, et ¢,11 en sont éléments, on a bien ¢,11 < ¢j.
Donc la suite (¢,) est décroissante et minorée par 0 (puisque pour tout n, ¢, € [0,1]) donc elle converge vers une
limite £ € [0, 1] par passage & la limite dans les inégalités.

4. (a) On étudie les variations de g () = e” — x. g est dérivable sur R et ¢’ () = e” — 1

x —00 +00

0
e* —1 S0 N
N




Donc pour tout x € R, e > x4+ 1 et et > nt? d’ou, pour 0 < r:

r R r 7"3
/ e dt 2/ nt’dt =n— — 400
0 0

3 n—+oco

T

. . . . 2
Conclusion : | Par minoration, lim e dt = 4o0.
n—-+4o0o 0

(b) Comme —nt? < 0 et que = +— e® est croissante sur R, alors e—nt? < e® = 1. Comme ¢, < 1, par intégration de
I'inégalité on obtient :

1 1
/ e dt < / 1dt = [t]in =1—-¢,<1 carc,>0.
Cn c

“n

Cn 5 1 R
/ e dt :/ e "dt <1
0 c

n

(¢) Finalement on a

Raisonnons par ’absurde. On suppose que £ > 0 on a alors pour tout entier n, ¢, > £ et donc

Cn 4 Cn 0
1> / e"tht :/ e"t2dt—|—/ e"tht > / e"tht — 400
0 0 ¢ 0 n—+oo

On obtient donc une contradiction. Comme ¢ € [0,1], on a finalement £ = 0.

Exercice 2. [ESSEC Maths IIT 1995]
On désigne par n un entier naturel non nul et ’on se propose d’étudier les racines positives de I’équation suivante que

Pon note (E,)
ef =z

A cet effet, on introduit la fonction f,, définie par

falz)=1—2"e™".

On a donc pour tout entier n,
(En) < fn(x)=0.

1. Etude des racines positives des équations (E;) et (Es)

(a) On étudie les variations :
— Ona f(x) =1—xe®. f; est de classe C* sur R.

filx)=—e"+aze " =(x—1)e "

x 0 1 +00
z—1 — +
filz)| -1 - 0 4+
f1 (l’) 1 1
NS S
En+4oo: fi(x)=1—ze ®*=1—2x/e Ijmlcarx+—ooo(e ).

— On a fo(z) =1—12%"%. f5 est de classe O sur R.

fo(x) = 2z a2 " =x(x—2)e”
T 0 2 +00
z(x—2)]0 - 0 +
i) |0 — 0 +
fg (ZC) 1 1
N -5 S
En +oo: fo(z) =1—a%e % =1—2%/e" e 1 car 22 = o(e")

-1
(b) (E1) < f1(x) =0. Or le minimum de f; est T S 0et P’équation n’a pas de solution positive.
e
2

De méme (E3) < fa (x) = 0. Or le minimum de fo est ¢ 5— > 0 car e > 2 donc e® > 4 (car la fonction carré
e

est strictement croissante sur R ) et ’équation (E3) n’a pas de solution positive.

2. Etude des racines positives de 1’équations (Es3)



(a) On a f3(z) =1 —a%e~*. f3 est de classe C* sur R.

fh(x) = =3z + 2P =a?(x —3)e "
x 0 3 —+00
x—3 — 0 +
x? 0 + +
filz) |0 — 0 +
fs(x) |1 1
N -
D : =1-a%e T =1-23/e 1car 2° = o(e?).
n +oo : f3(x) x e x® /e oS Lcara Jroo0(6 )

Cette fois, comme e? < 27 alors 1 — — <0.
e

Ona f3(2) =1—28/e? >0, donc f3 est strictement positive sur [0, 2]

Comme f3 est continue et strictement décroissante sur 2, 3[, d’apres le théoréme de la bijection monotone, elle
est bijective de ]2,3[ dans |1 — 2],1 — £ [. Or 0 appartient & cet intervalle donc I'équation (E3) < f3(z) =0
a une unique solution u sur cet intervalle. (2 < u < 3)

De méme, comme f3 (4) =1—43/e* < 0et f3(5) = 1—5%/e > 0, (E3) a une unique solution v sur 'intervalle
]4,5] et n’en a aucune sur [3,4] ni sur [5, +00[

Donc I'équation (F3) admet deux racines positives u et v telles que

I1<2<u<3d<4<v<d
(b) Soit la suite (y,,) définie par la condition initiale yo € R avec yo > u et la relation

Yn+1 = 3 In(yn)

i. Siu <y <w,alors pour n € N, on définit la proposition P(n) : "u < y, <v.”
Initialisation : Pour n =0 on a u < yg < .
P(0) est donc vraie.
Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.
D’apres ’hypothese de récurrence,
U<y, <v

Comme = — [n(x) est strictement croissante sur R, on obtient

3In(u) < 31n(y,) < 31n(v)
Et comme u et v sont solutions de 23 = €* < 31In (x) = x alors on a

U< Ypt1 S0

P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, u < y,, < v.
ii. De méme par récurrence si v < yp, alors pour tout n € N, v < y,,.

ili. Comme x + In(x) est strictement croissante sur R* , on a

Yn=Yn-1>0 & Yo>yp1 << 3In (yn) > 3ln (ynfl)
Finalement

Yn — Yn—-1 > O = Yn+1 — Yn > 0

De méme, dans les autres cas. Donc y,, 11 — ¥, est du méme signe que y,, — y,—1 et par récurrence du méme
signe que y; — yo. Pour résumer,

e Siyy < yi, alors pour tout 7 € N, y,, < ypy1.

e Siyg > yi1, alors pour tout n € N, y,, > yp41.

iv. Pour u < yp < v on a, d’apres les variations de f3 :
f3(o) <0 & 1—gyde® <0 & e <y
Comme In est strictement croissante sur 0, +oo[, alors yo < 31n (yo) et donc
Yo < Y1-

Donc si u < yo < v, alors, d’aprés la question précédente, pour tout n € N, y,, < yn4+1 et la suite (y,,) est
donc croissante.
De méme si yg > v, alors f3 (yo) > 0 et la suite (y,,) est décroissante.

3



V.

e Siu < yo < v, alors la suite (y,) est donc croissante et majorée par v, donc d’apres le théoreme de la
limite monotone (y,,) converge.

e Si yo > v, alors la suite (y,) est donc décroissante et minorée par v, donc d’apres le théoréme de la
limite monotone (y,) converge.

Comme z — 31In(x) est continue sur R, alors si (y,) converge vers un réel ¢, alors
(=3In({) <= (=W} = =8 = f(0)=0

Or
e Siu<yy<w,alors £ > yg > u, donc nécessairement £ = v.
e Siyy>w, alors £ > v, donc £ = v.

Par conséquent, si yo > u, alors

— 0.
yn n——+oo

(¢) On choisit désormais yo = 4

i

ii.

ii.

iv.

Il faut saisir n puis calculer de y; a y,, :

n=input (’donner une valeur de n’);
y=4;

for k=1:n

y=3*log(y);

end

disp(y)

Avec yg = 4 < v, la suite y sera croissante. On aura pour tout entier n, 4 <y, <v

Pour établir que pour tout entier naturel n que 0 < v — yp41 < 0,75(v — y,,) on utilise l'inégalité des
accroissements finis.

Il faut pour celad majorer la dérivée de z — 31n(z) sur l'intervalle [4, v]

(3In)" () =

8w

3
§120,75 car x > 4

Donc |f/(x)| < 0,75 sur [4,v] et comme f est dérivable sur [4,v] et que y,, et v appartiennent & cet intervalle,
d’apres I'inégalité des accroissements finis on a

|f('U) - f(yn)| < 0775|U _yn|

Comme y, < v pour tout entier n, on a bien

0<v—9ynt1 <0,75 (v —yn)
On a alors par récurrence :
Pour n € N, on définit la proposition P(n) : 70 < v —y,, < (0,75)™.”
Initialisation : Pour n =0,onaon a4 <y <wv <5doncv<5et —yg < —4, par conséquent

0<v—yo<1=(0,75)°

P(0) est donc vraie.

Hérédité : On suppose que pour un n € N fixé, la proposition P(n) est vraie.

D’apres ’hypothese de récurrence, 0 < v —y,, < (0,75)™ et comme 0,75 > 0, d’apres la question précédente
on obtient

0<v—yni1 < 0,75 (v —yn) < (0,75)""

P(n+ 1) est vraie.
Conclusion : Pour tout n € N, 0 < v —y,, < (0,75)™.

Pour que y,, constitue une valeur approchée de v & 10~5 pres, il suffit donc que (0,75)" < 107°. On a donc

no In(10
0,75 <10 = n>_5_210

—_— 1
Z =2 1h0.75) car In(0,75) <0

Il faut calculer & la fois y,, et (0,75)" jusqu’a ce que (0,75)" soit inférieure ou égale & 1075.

On peut proposer le programme suivant



y=4;

n=0;

while n < -5xlog(10)/log(0.75)

y=3*log(y) ;

n=n+1; // on compte le nombre de fois que l’on passe dans la boucle.
end

disp(y)

3. Etude des racines positives de ’équation (E,,) pour n > 3.

(a)

Ona f,(z) =1—2a"e ®. f, est de classe C* sur R.

fl(x)=—na" e fa"e " =" (x —n)e
x 0 n +00
T—n — 0 +
20+ +
fl(x)| 0 - 0 +
fo(x) | 1 1
\,1 1-— Zn /‘
En 4oo: fr(z)=1—2z"e*=1—2a"/e* DT 1 car a™ = o(e*).

Comme n > 3 > e, alors (n/e) > 1 et (n/e)” > 1 carn >0 et z + 2™ est strictement croissante sur R, donc

fn (n) <O0.

1
De plus, f, (1) =1— = >0, donc f,, > 0 sur [0, 1].
e

Sur |1, n[, la fonction f, est continue et strictement décroissante, d’apres le théoréme de la bijection monotone,
fn est donc bijective de |1,n[ dans |f,(n), fn(1)[. Comme 0 € |f,(n), f»(1)[, 'équation f,(x) =0 < (E,) a
une unique solution u,, sur ]1,n[.

De méme, f, (z) =0 < (E,) a une unique solution v, sur |n, +ool.

Donc I’équation (F,) admet deux racines positives u, et v, telles que

1 <u, <n<uv,.

Pour déterminer le signe de f,(u,—1), on utilise 'équation f,,—1 (up—1) =0 pour n — 1> 3, doncn >4 :

)n—l

fr—1(tp_1)=1— (un,l)"_1 el =0 <= (up-1 e Unmt =1

donc
Jn(un—1) = 1-— (Un—l)n e tnt
= 1—wu,_; car (un,l)"_l e Un-1 =1
Comme 1 < u,_1, alors pour tout entier n >4 on a :
frn (up—1) <O0.

On a donc f,, (up—1) < 0= f, (u,). Comme f, est strictement décroissante sur [0, n] et que wu,, et u,—1 en sont
éléments alors
Up—1 > Up.

La suite u est donc décroissante et minorée par 1. D’apres le théoreme de la limite monotone, u converge donc
vers une limite L.
On a

nln (un) = Up < In (un) = ﬁ — Up = eun/n.
n

U .
Or — — 0,doncu, — e”=1=L (car z+> e® est continue en 0). De plus,
n n—+oo n—-+oo

Uy — L =1y —1=e"/™ -1

Y
Orsi = — 0, alors

n n—+oo
eun/m _ 1 ~ Un
+o0o N
On en conclut donc, comme w,, — 1,
n—-+oo

1

Up —1 ~ —.

‘oo n

5



(d) On a comme pour u,

fn—l (vn) = 1- (Un)n_l e
1
= 1——>0
Up
Donc fp—1(vn—1) = 0 < fn—1(v,). Et comme f,_1 est strictement croissante sur [n —1,4+o00[ et que vy,

(vp, >n>n—1) et v,_1 en sont éléments alors
Up—1 < Up.
La suite v est donc croissante. Comme v,, > n, on a par minoration

Up — +00
n—-+oo

(e) On pose pour tout réel z > 1 :
g(2) =2 —In(2)
i. g est dérivable sur ]0, +o0]

1 r—1
! =1—-=-= t 1)=0
g (z) - . et g(1)

Comme g est strictement croissante et continue sur |1, +o00[, d’apres le théoréme de la bijection monotone,

g réalise une bijection de |1, +oo[ sur }g(l), lirf g(x) [ =11, +oo[. g a donc une réciproque, notée g~ 1.
Tr—r+00

ii. On a (v,)" = e"", donc

On obtient ainsi

Comme v, /n € |1, 4+00[ (car v, > n) et que In(n) € ]1,+oo[ (car n > e ) alors
vn> Up 1
—)=Ihnn & —= In(n
g(*) =mm) 2 =g~ (in(n))
Or, comme y = g (r) — oo alors, par symétrie, x = g~' (y) — -+oo. Par conséquent, on a

T—+00 y——+oo

Up, 1
L =g (In(n)) — +oo
=9 (In(n) —

Donc
vp=ng ' (In(n)) DT +o0

Pour conclure, montrons que g~! (In (n)) o In (n).
o0

Soit w, = g~ (In(n)), on a alors g(w,) = In (n), ainsi

In(n)  g(w,) In (wy,) o
g i(n(n)  wn =1- w, W b AT wn =g (In(n)) - +oo.

Ainsi g1 (In (n)) o In (n), d’ou finalement

v, =ng ' (In(n)) o In (n).

o0

Par conséquent,
Un

— 1.
nln(n) n—+oo
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