ECE2 Correction de la fiche 2

Exercice [EMLyon 2004 ECS]
I. Etude d’exemples.
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1
1. A=—-[1 0 1] est positive car ses coefficients sont des réels positifs ou nuls.
110

0 1 1 1 1 1 1
U—AU = 7101 L) =(1]-2(1|=3%(1]>0.

1 1 0 1 1 1 1
Ainsi U est une matrice (strictement) positive de M3 1(R) telle que la matrice U — AU soit strictement positive.

1 0 1 1
Ceci achéve de montrer que |A= =11 0 1] est productive.
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2. Notons que B= |2 1 3] est une matrice positive de M3(R).
0 0 1
x
Soit P = | y | une matrice positive de M3 1(R).
z
T 1 4 1 T x 44y + z —4y — 2
P-BP=1|y| -2 1 3 yl=(y| —-|224+y+32z] = —2x—3z2
z 0 0 1 z z z 0

Le dernier coefficient de P — BP est nul donc cette matrice n’est pas strictement positive. Ainsi il n’existe pas de
matrice positive P de M3 1(R) telle que P — BP soit strictement positive.

1 4 1
B=12 1 3| n’est pas productive.
0 0 1

I1. Caractérisation des matrices positives.

1. On suppose que la matrice M = (m; ;) est positive. Alors V(i,j) € N*, m;; > 0.

Z1
€2
Soit X = | . une matrice positive de M,, 1(R). Vi € N, z; > 0.
Tn
Y1
Y2 ) n
Posons Y = MX = | . .VZGN,y¢:Zmi7jzj.
Yn

Comme Y(i, j) € N?, mi; >0etVjieN, x; >0:VieN, y; >0.Y = MX est positive. Ainsi :
’ Si M est une matrice positive de M,,(R), pour toute matrice positive X de M, 1(R), le produit M X est positif.

2. Réciproquement supposons que pour toute matrice positive X de M,, 1(R), le produit M X est positif.
Montrons que M est positive.

u1
U2
Fixons j dans N. Soit E; = | . | le j-¢me élément de la base canonique de M,, 1 (R).
U,
0. sii i
wen = {12
1, sii=7.

E; est donc une matrice positive de M,, 1(R) donc, par hypothese, M E; est une matrice positive.
Redémontrons que ME; est la j-éme colonne de M.



n

Posons ME; = | . |.Vie N,v; = E My | U = My 5 Uj = My ;.
: k=1
Un,

Nous retrouvons bien le fait que M E; est la j-éme colonne de M. Comme M E; est positive : Vi € N, m; ; > 0.
Ceci étant vrai pour tout élément j de N on a alors Vj € N, Vi € N, m; ; > 0. M est donc positive.

Si M € M,,(R) telle que, pour toute matrice positive X de M, 1(R), le produit M X est positif alors M est positive.

Conclusion : Si M est une matrice de M, (R),
M est positive si et seulement si VX € M, 1(R), X >0= MX > 0.

III. Caractérisation des matrices productives.

w1 p1 — w1

w2 P2 — w2
1.(a) Posons W=AP=| . |. Alors P— AP =

Wn, DPn — Wn

Par hypotheése P — AP > 0 donc Vi € N, p; —w; > 0. Ainsi : Vi € N, p; > w;.
A est productive, donc A est positive. De plus, P est une matrice positive.
D’apres la question I1.1), W = AP est donc positive.

Alors Vi € N, p; > w; > 0 donc Vi € N, p; > 0. Finalement : ’ P est strictement positive.
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(b) X > AX donc Vi e N, x; > Zai,j x;j. En particulier z; > Zak’j z;. On a alors
j=1 j=1
n

n
€T
E — E J —
Ogl'k— Ak, Tj = CPE — ;ak’jpj, car T = Cpg.
J

j=1 j=1
x, T

OrvjeN, =L >, ap; > 0et p; > 0doncVj €N, = ar,j pj = cag j p;j- En sommant, on obtient
Dj bj
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- E —agjpj < —¢ E ak,j Pj
j=1Pi j=1
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CPk — Z Ly jpj < cpp—c Zak,jpj
=1 P j=1
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Cpk_ZFak,jijC pk_zak,jpj
j=1%7 j=1
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Orogcpk—ziak,jpj,doncogc pk—Zak’jpj
=1 Pi =1
j= j=
P — AP est strictement positive donc tous ses coeflicients sont strictement positifs.
Le coefficient de la k-éme ligne de P — AP est py — Z?zl ay,; p; et est donc strictement positif.

n
Comme 0 < ¢ | px — Z ar; p;j |, on en conclut que ’ c est positif ou nul. ‘

Jj=1

T
Vi e N, =X > ¢ > 0et comme Vi € N, p; > 0 (car P est strictement positive), on a Vi € N, x; > 0.

3

X est positive.

(¢) X = AX donc nécessairement —X = A(—X). Le tout permet de dire que X > AX et —X > A(—X). Alors ce

qui précede montre que X et —X sont des matrices positives. Par conséquent | X est nulle.

(d) Soit X une matrice positive de M, 1(R). Posons Y = (I, — A) "1 X et montrons que cette matrice est positive.
0<X=(,—A)Y =Y —AY donc Y > AY. D’apres la question IIL.1.b., Y est positive.
’Pour toute matrice positive X de M,, 1(R), la matrice Y = (I, — A)~' X est positive. ‘

Ce qui précede indique que VX € M, 1(R), X > 0= (I, — A)~'X > 0. La question IL.2. permet alors de dire
que :

’ (I, — A)~! est positive. ‘




2.(a) V= (I, — B)"'U donc V — BV = (I, - B)V = U.

1
1

U = | . | étant strictement positive, alorson a |V — BV > 0|
1

(b) (I, — M), +2M)=1,+2M - M —-2M?* =1, +2M — M — M = I,.
Alors I,, — M est inversible et son inverse est I,, +2 M.
1

1
M étant positive il en est de méme de I,, +2 M = (I,, — M)~!. De plus, en considérant U = | . | strictement

positive, d’apres la question IL.1., V = (I,, — M)~1U > 0.

D’apres la question II1.2.(a), on en conclut que V. — MV > 0.

M est une matrice positive de M,,(R) et il existe V' une matrice positive de M, 1(R) tel que V. — MV > 0.
M est productive. ‘




