ECE2 Correction de la fiche 3

Exercice [ESCP 2002]

Partie I : Exemples

1. Premiers exemples
Pour tout entier naturel n, calculer w, en fonction de n dans chacun des cas suivants :
(a) On a alors wy, =Y p_q Uk Un—k = Y p02-3=6(n+1)
(b) un, =2" et v, = 3". On a alors

n n . (2)714-1 .
n = Z 2k3n—k: — 3n Z (2/3) — 3 5 _2n+1 4 3n+1
k=0 k=0 31
(c) u, = % et v, = % On a alors
2k‘ 3n k n
w, =Y — Z C’“Q’“S” k= (2+3) 7'5"

2. Programmation

Dans cette question, les suites u et v sont définies par : Vn € N, u, =ln(n+1) et v, = e
n
On a besoin d’un S accumulateur pour les sommes. D’un compteur n pour les w et d’'un compteur k pour la somme.
Et d’une variable pour NF pour la valeur finale.

Onav,p=1/(n—k+1)

n=input(’n?’);

w=[1;

for i=0:n

S=0;

for k=0:1
S=S+log(k+1)/(n-k+1);
end

w(i+1)=S;

end

disp(w)

3. Un résultat de convergence

1 n
Dans cette question, la suite u est définie par : Vn € N, u,, = <2> et v est une suite de réels positifs, décroissante

a partir du rang 1 et de limite nulle.

(a) On a
i up = i (1/2)F = (1/2)" ™ ij (1/2)F7"7 réindexé h=k —n—1
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
B 1 m—n—1 - il (I/Q)m_n _1
= (1/2"" };} (1/2)" = (1/2)"* T2 -1
= 2" (1-a/2") = /)" - /2"
< (1/2)"=

Donc pour n < m, on a bien : Z U < Unp
k=n+1
(b) Inégalités improuvable en un temps fini!
On sépare les termes de la somme wo,, :

2n—1

E U, V2 — k—u2nUO+E U V2n—k + E Uk V2n—Fk

k=n+1

Pour k <nona?2n—k>net vy, < v, (suite v décroissante)
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Pour k£ <2n — 1 on a vy, < v donc en multipliant par ug > 0

n 2n—1
Wap < U2pvo + E Ug Up + E U U1
k=0 k=n-+1

Et comme Y ;_u, < Z“,::S (1/2 )k = 2 et que Ziiﬁrl u < up, on a finalment en multipliant par v; > 0 et
par v, > 0:
Wap < U2po + 2V + Up V1

et de méme pour

2n+1 n 2n
Wan+1 = E Uk Voan4+1—k = U2p4+1V0 + E Uk Van+1—k + g Uk V2n—k
k=0 k=0 k=n-+1
n 2n—1
< uU2py1vo + E Uk Upt1 + E Uk V1
k=0 k=n+1

< Vo U2p41 + 2Vp41 + VLU,

(¢) Comme wy, est positive (somme de termes positifs) et majorée par ug,vg + 2 vy, + uy v1 qui tend vers 0 quand
n tend vers +oo, alors par encadrement ws,, tend vers 0.
De méme pour wap+1
Donc la suite (wy)nen tend vers 0 quand n tend vers I'infini (termes pairs et impairs)

(d) Soit w), =31, Uy, Up k. On a |w)| < >oreo ‘u}c vn,k‘ = wy,. Donc par encadrement, (w;,),, oy (i.e. u'*v ) tend
vers 0.

Partie IT : Application a I’étude d’un ensemble de suites
Dans cette partie, A désigne I’ensemble des suites a = (a, )nen de réels positifs vérifiant :

1
Yn € N*,  anpi1 < g(an + ap-1)

1. Si une suite a est décroissante alors pour tout entier n > 0 : ap11 < @, < ay—1 donc apy1 < a,—1 et en additionnant
ces deux inégalités on a 2a,4+1 < a, + a,—1 ou encore, a,4+1 < %(an +an_1).
Donc toute suite décroissante de réels positifs est élément de A.

Si une suite a est strictment croissante alors apy1 > a, > ap-1 et 2ap+1 > ap + a,—1 et on n’a donc pas
An+1 < %(an + a,—_1) pour tout entier n > 0. Donc une suite strictement croissante ne peut appartenir a A.

1
2. Soit z = (2 )nen une suite réelle vérifiant : Vn € N*, 2,1 = i(zn + Zn—1)-

(a) Une telle suite est récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

Son équation caractéristique est : 2r2 —r — 1 = 0 qui a pour racines 1 et —1/2

Donc il existe deux constantes réelles a et 3 telles que 'on a :

n
Vn € N, zna+[3<;>

(b) On utilise la réciproque de la propriété ci-dessus :

Soit la suite définie par z,, = 1+(—1/2)" . Elle est solution de z,41 = (2, +2n—1) et est positive ((—1/2)" > —1

pour tout entier n )

Donc elle est élément de A. Mais elle n’est pas monotone :

20:2>2’1:1/2<22:3/4

Donc il existe des (au moins une) suites appartenant & A et non monotones.

1 n
3. Soit a = (an)nen un élément de A et b la suite définie par : Vn € N, b, = (—2) .(c’est la suite v’ du 3.)

1
On définit alors la suite ¢ par : cg =ag et Vn e N*, ¢, =a, + F0n-1-

(a) Pour tout n >1lona: ¢, —cpi1 =an+ %an,l — (anﬂ + %an) = % (an 4+ apn—1) —apy1 >0cara € A
Donc ¢, 41 < ¢, et la suite ¢ est décroissante.
Comme pour tout n € N : a,, > 0 alors ¢, > 0 et la suite ¢ est décroissante et minorée par 0 donc convergente
vers un réel ¢ >0



’ . k N N p A CoN e ss
(b) La démonstration de Z:o (—%) Cn_k = an ne se prete pas a la récurrence car n apparait aussi a l'intérieur

de la somme, et 'on n’a pas de relation simple entre ¢, 11— et cp—k
On a deux expressions pour ¢,_r = G,_k + %an_k_l sik<n-—1etc,_, =ag
Il faudra donc découper la somme. Et pour cela, que n > 1
0 1\ k
Pourn=0:%,_, (—5) Co_k = Cp = Qg
Et pour tout entier naturel n > 0,

i *1 kc = S *1 kC +a
5 n—k — 9 n—k 0
k=0 k=0
= —_— Ay — —An—k— a
9 k 9 k—1 0
k=0
n—1 k n—1 k
1 1 1
= Z <—2> Gn—k + Z <—2> ianfkfl +ao
k=0 k=0
n—1 1 k n—1 1 k+1
S <_2> . <_2> i1 +ao réindexé h =k +1
k=0 k=0
n—1 1 k n 1 h N
= —— Ap—f — —= Ap— Q
B k 9 h 0
k=0 h=0

= an—ag+ag=an

Onadonc bxc=a
N.B. On ne peut pas utiliser ici le résultat du I1.3.d) pour dire que a converge alors vers 0 car on ne sait pas
que la suite ¢ converge vers 0.
(c) Soit ¢ la suite définie par : Vn € N, €, = ¢, — £ et d la suite b*e.
La suite ¢ est décroissante (car £ est une constante par rapport a n ) et tend vers 0; et b = v’
Donc d = b x € converge vers 0.

(d) On a
n—1 1 k n—1 1 k n—1 1 k
i = 3 (-5) @a-0=X (-3) er-(-5) ¢
k=0 k=0 k=0
1\n+1 n+1
—= -1
= anfﬁ( 2)1 :anfzﬁ 1<1)
—5—1 3 2
Donc

quand n — 400 car |—%| <1

Partie ITI : Application aux variables aléatoires

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires envisagées sont supposées définies sur le méme espace probabilisé
(Q,A,P).
1. Résultats préliminaires

On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, & valeurs dans N et on désigne par S leur
somme.

(a) Pour tout entier naturel n, on pose : u, = P([X =n]) et v, =P([Y = n)).
On a

(S=n)= O(X:kﬂY:n—k;)

k=0

les bornes de la réunion venant de n — k > 0 (valeur de Y') et k£ > 0 (valeur de X)



La réunion étant disjointe, on a alors

P(S=n) = Z]P’(sz‘ﬂan—k;) X et Y indépendantes
= Y PX=k)PY =n—k)
k=0
= Zukvnfk:wn
k=0

(b) En prenant X — P (2) et Y — P (3) et X et Y indépendantes on a alors (somme de lois de Poisson)
onaalors X +Y < P (2+3) donc P (S =n) =5"/n! qui est bien la valeur trouvée au 1.c)

(c) Pour toute variable aléatoire Z & valeurs dans N, on note 277 la variable aléatoire prenant, pour tout entier
naturel n, la valeur 27" si et seulement si I’événement [Z = n]est réalisé.

277 admet une espérance si la série Y, P([Z = n])2™™ converge absolument.
Or [P([Z =n])27"| < 27" et comme la série Y ., 27" converge, alors par majoration de série & termes positifs,
> >0 P([Z = n])27" converge absolument et donc

- gp([z =n)) (;)n =r(2)

(d) Les variables 2=% et 27Y sont indépendantes donc I'espérance de leur produit est le produit de leurs espérances
et donc

) = BE) =P

(e) On suppose que (X, )nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes, & valeurs dans N et de méme loi.
Pour tout entier naturel non nul ¢, on désigne par S, la variable aléatoire définie par : S, = ZXi .

On a
7(Sy) = E(2723 1 ) (HQ X) (X,»)i21 indépendantes

q
= HE (Q_Xi) = (E (Z_Xl))q car mémes lois

= (r(X1)*

2. Une formule sommatoire

(a) Pour montrer que Vn € N, P([Z = n]) = (%)nJrl définit la loi de probabilité d’une variable aléatoire Z a valeurs

dans N il faut vériﬁer que (%)"+1 > () pour tout entier n et que S (%)nJrl converge et vaut 1

n=0
Or Y (3)" == / =2 donc 3,20 1 (1) converge et vaut 1 et on a bien la loi d’une variable aléatoire.

“+o00 n+1 n
1 1
r(Z) = E (2) (2> on sait qu’elle converge

n=0
B 1+OO 1 n
2 4
n=0
112
= s—=3
21-1 3

(b) Pour prouver la probabilité de S; = n, on peut proceéder par récurernce sur n ou sur g.
Mais (S, = n + 1) ne s’exprime pas simplement & partir de S, = n. Donc on procede poar récurernce sur g :
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— Pour ¢ =1o0n a S; = X; et la loi de S; est celle de Z.

Donc pour tout entier n :
1 n+1 1 n+1
1-1
P(S1=n)= (2) =01 (2)

— Soit ¢ > 1 tel que la loi de S; est :

_ 1\
VneN, P([S,=n])=Cl ., (2>

Alors Sq+1 = ZZ:l Xk + Xn+1 = Sq + Xrn+1
Donc

U Se=knXp1=n— k)] disjoints
k=0

P (Sq+1 = TI,) = P

= ZP (Sg =k)P(X,41 =n—k) inépendants.
k=0

n k+q n—k+1
1 1
_ g—1
= > Clign <2> (2>
k=0
1 gtn+1 n 1
- (5) e

k=0
1 qg+n+1
- tas)
q

n
d’apres la relation Z Ck+q = CZEIH en substituant ¢ — 1 a q.

k=0
— Donc pour tout entier naturel ¢ > 1, la loi de S, est bien celle donnée.

(c) On sait que la série 3 (P (S =n) (%)n converge et que r (S,) est la somme de cette série.

r(Sy) = :Z:IP’(Sn) <;)"
+00 n+q n
Sl
() S (3)

n=0

done S2F20 CaT 0| (5)" existe et vaut 297 (S,)

Or r(S,) = (r(X1))? = (r(2))? car les X; sont indépendants et on tous méme loi que Z.

Enfin 7 (Z) = 2 d’ot finalement
S, (1) () = (1)’
—orrami\e) T3, A3
. Un exemple concret

On admet, dans cette question, que la variable aléatoire Z définie & la question 2.a) représente le nombre de petits

devant naitre en 2003 d’un couple de kangourous. Chaque petit kangourou a la méme probabilité 3 d’étre male ou
femelle, indépendamment des autres. On note F' la variable aléatoire égale au nombre de femelles devant naitre en
2003.

(a) Quand Z = n, F est le nombre de femelles en n naissances indépendantes ayant toutes une probabilité % d’étre
femelles.
Donc F/Z =n < B(n,3) et

(b) D’apres la formule des probabiltiés totales, avec (Z = k), .y comme systéeme complet d’événements on a alors



Or Pyy (F=n)=CpP (4)" sin <k (sik>n) et 0 sinon. On découpe donc la somme :

M n—1 M
= Y Py (F=n)P(Z=k)+ > Pz (F=n)P(Z=k)
k=0 k=0 k=n

= 0+ f: oy (;)k (;)M réindexé par m =k —n
G ()
(z) ) o (i)

et avec n = ¢ — 1 on retrouve quand M tend vers +o0o la somme de la série précédente :
2n+1 +oo q L 1 m
= m+q 1 1
1 2n—+1 4 2n+1 4 n+1
(2) (3 () ()
1
2
2
3

P(F =n)

(i5)
)

(¢) Comme on reconnait presque la loi géométrique (en décalant de 1) ...
Soit F’ = F + 1, sa loi est donnée par F' () = N* et p(F' =n)=p(F=n—-1) = 2 (%)nil et on reconnait
une loi géométrique de paramétre 2/3 donc E (F') = 3/2 et F = F’'+1 a une espérance et E (F) = E(F' —1) =
E(F')-1=1/2
Deméme 7' =Z+1<—=G(1/2)donc E(Z')=2et E(Z)=E(Z'—-1)=1
On a donc bien E(Z) =2 E(F).

2
Ou plus élémentairement, on étudie la convergence absolue de an

" . , .
3 (3 ou on retombe sur la série
n>0

géométrique dérivée.



