ECE2 Correction de la fiche 4

Exercice [ESCP 2003]

Soit a, b deux entiers naturels non nuls et s leur somme.
Une urne contient initialement a boules noires et b boules blanches indiscernables au toucher.
On effectue dans cette urne une suite infinie de tirages au hasard d’une boule selon le protocole suivant :
— si la boule tirée est blanche, elle est remise dans 'urne;
— si la boule tirée est noire, elle est remplacée dans I'urne par une boule blanche prise dans une réserve annexe.
Avant chaque tirage, I'urne contient donc toujours s boules.
On désigne par (€2, B,P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience et, pour tout entier naturel » non nul, on
note :
— B,, I'événement ”la n-ieme boule tirée est blanche” ;
— X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches tirées au cours des n premiers tirages;
— wuy, Pespérance de la variable aléatoire X,,, c’est-a-dire u,, = E(X,,).

1. Etude d’un ensemble de suites
Soit A I’ensemble des suites (zy,)n,>1 de réels qui vérifient :

VYneN szpr1=(s—1)x,+b+n

N.B. cette suite n’est pas arithmético-géométrique car la "raison” additive dépend de n.

(a) Soit a et 8 deux réels et (v,)n>1 la suite définie par:  Vn e N*, v, =an+p5.
v appartient & A <= Vn € N*
s(an+1)+p)=(s—-1) (an+p)+b+n<=nfja—-1]+-b+sa=0
alors quand n — 400, a = 1 sinon, la limite est infinie d’ou f =b — s
Réciproquement, si a = 1 et § = b — s I'égalité est vérifiée.

Conclusion : ’ La seule solution est « =1 et 8 = b — s pour que la suite (v,),>1 appartienne a A. ‘

(b) Soit (z)n>1 une suite appartenant a A, (vp)n>1 la suite déterminée & la question précédente et (yn)n>1 la
suite définie par : Vn € N*,  y, =z, —v, .
On a pour tout n non nul :

Yn+1 = Tp4+1 — Un+1
1
= ;((s—l)xn—|—b—|—n—[(5—1)vn+b—|—n])
s—1
= s (xn*vn)

et de premier terme y1 =1 —v1 =21 —1—b+s

. . fpos . s —
Conclusion : |y est géométrique de raison

s—1 n—1
Donc pour tout entier n : y, = ( ) Yy et
S

Tn = Yn T+ Up

1 n—1
_ (Ss ) (t1—1—bts)+ntb—s

2. Expression de la probabilité P(B, 1) a I’aide de u,

(a) Lors du premier tirage, il y a a boules noires et b boules blanches équiprobables.
Donc P (By) = 5 = 2.
Et comme (X; =1) =By alors P (X; =1) =2 et uy = E(X;) = 4.

(b) (B1,N7) est un systeme complet d’événements donc



P(Bs) = Pp, (B2)P(B1)+Pn, (B2) P (V)

bb b+1la
= —-— 4 —
SsS S S
b+ (b+1)(s—b)
b2+ (b+1) (s —b)
s—b+bs
= 872
Co1-24b 1wy
- S - S

Conclusion : | P (Bs) = Hl%m

Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a.
N.B. on se rend compte a la question suivante de I'importance de cette condition.
C’est elle qui permettra le tirage de k boules blanches et de n — k boules noires si k € [[0,n]] .

Pour tout entier k de Uintervalle [0,n], quand X,, = k, en n tirages, on a obtenu k£ boules blanches et donc
n — k boules noires avec n — k < a.

Celles ci ont été remplacées par des blanches.

L’urne contient donc a — n + k boules noires et b + n — k boules blanches équiprobables.
b+n—k
S
Comme Xy, (2) = [[0,n]] alors (X, = k);¢(j0,,)) €5t un systéme complet d’événements, donc

Conclusion : |Px— (Bnt1) =

P(Bni1) =Y Px—p (Bns1) P (X, = k)
k=0

dans lequel on fait apparaitre u, = F (X,,) = > ,_, kP (X, = k)

" b4n—k
P(Bpi1) = pr(xn:k)
k=0
1 n n
= - S (b+n)P(Xy=k) =) kP (X, =k)
k=0 k=0
1
= S[b+n-E(X)
car Y p_o P (X)) = 1.
b+n—u,

Conclusion : | P (Byy1) =
s

Soit n un entier naturel vérifiant n > a.
— Sike0,n—a—1]]alorsk<n—a—letn—k>a+1,
lévénement [X,, = k] est "obtenir n — k” boules noires.
Ceci est impossible, car les boules noires ne sont pas remises.
Donc [X,, = k] =0
— Si k est un entier de l'intervalle [n — a,n|, alors n —a <k <net 0<n-k<a.
Donc si X,, =k, il y a la encore dans I'urne b4+ n — k blanches et a — n + k noires.

Dot Py, (Byy1) = =
En n tirages, on obtient au maximum 7 boules blanches et a boules noires.
Donc au minimum, n — a boules blanches.
Avec cette fois X, () = [[n — a,n]] on obtient :
n

P (Bn+1) = Z PX,L:k (Bn-‘rl) p (Xn = k)

k=n—k
_ 1 ; (b+n)P(Xn:k)—Zn:kP(Xn:k)
k=0 k=0
= B0 B(X)



b+n—u,
S

Conclusion : | Pour tout n € N* : P (By,41) =

3. Calcul des nombres u,, et P(B,)

(a) Soit n un entier naturel non nul.

Comme le nombre de boule blanches obtenues augmente au plus de 1 a chaque tirage alors
(Xny1=k) = [Xpp1=kNX, =k U[Xp41 =kNX, =k—1] incompatibles
PXnt1=%k) = Px, -t (Xnt1=k)P(X,=k)+Px, -1 (Xnt1=k)P(X,=k-1)
= Px i (Nkx1)P(Xp=k)+Px, 1 (Be+1)) P(Xn=k—-1)

Pour tout entier k de lintervalle [[n + 1 — a,n]], les événements X, = k et X,, = k — 1 sont possibles et le
conditionnement nous donne la composition de 1'urne :

— quand X,, = k, on a obtenu n — k boules noires (0 < n—k < a—1) et I'urne contient a — n + k boules

noires.
— quand X, = k—1, on a obtenu n — k+ 1 boules noires (1 <n—k+1< a) et 'urne contient b+n—k+1
blanches.
d’ou : L ) 1
P(Xp1 = k)= 0P (x, = k) 4+ B p (X, = k- 1)
s s

— Pour k = n + 1 la décomposition précédente reste valable avec I’événement (X,, = k) impossible donc la
probabilité conditionnelle n’est plus définie.
Mais comme P (X,, = k) = 0, la formule précédente reste valable.

— Pourk=n—-aonan—(k—1)=a+1 et I'événement (X,, =k — 1) qui est "obtenir a + 17 boules noires
est impossible.
Mais la encore, P (X,, = k — 1) = 0 et la formule reste valable.

— pour tout entier k de 'intervalle [[Il,n—a—1]]onak<n—a—1letn+1—k>a-+2donc (X,11 =k)
impossible.
On a également n — k > a + 1 donc (X,, = k) impossible et n — (k — 1) > 2 donc (X,, = k — 1) impossible.
L’égalité est encore vraie, tout étant nul.

Conclusion : ’ La formule est vraie pour tout k € [[0,n + 1]] ‘

En ajoutant éventuellement des termes nuls, on a

n+1
Un41 = n+1 ZkP n+1 :k)
W a—n+k b+n—-k+1
- k[P(Xn:kHP(Xn:k_n}
=0 S S
1 n n
- S[Zka—n—kk (Xo=k)+0+ > (k+1)(b+n—k)P(X,=k) +0
k=0 k=0
X X, = k) + (a—n) S kP (X, = )

V)

ZTL
— [_ik o k2P ( ,L—k)—F(b—Fﬂ-UZZ:okP(Xn:k)
(

[(a4+b—1)u, +b+n]

et avec a + b = s, on retrouve

Conclusion : | s upy1 = (s — ) up +b+net (uy),5, €A

D’apres la résolution faite on a alors

1 n—1
Up = (S ) (U1*176+8)+n+b75
s
n—1
= (8_1) (b—l—b+s>+n+b—s
s s
et comme
b+n—u,
P(Bny1) = ———

S

s—1\""" (b
b+n— -—1-b+s)—n—->b+s
s s
n—1
1—1(8_1) (b—l—b+s>
s s s

3




(d) Comme 5
s

1 n—1
) —0et
S

< 1 alors (S

Conclusion :’un — 400 et P(B,) = 1 quand n — +o0




