ECE2 Correction de la fiche 6

[ESSEC 2015 Maths II]j

1 Limite inférieure d’une suite et d’une fonction

Définitions : (a;b) € N? | [a;0] = {k|k € Z, a < k < b}.
(Zn)nen suite de réels, I ensemble fini d’entiers naturels, Inel}l (x;) = min{z; |t € T}

. (-1 . 11 1 1
1. min - =minsl;——;-;——p = —=
iefo;a] 1+ 1 2°'3 4 2

2. Soit (@ )n>0 une suite de réels positifs.

(a) V(n;k) € N? ju,(k) = Hmin k]]a:i =min{z;|j € [m;n+ K]} > u, (k+1) car
i€[nn+

{zjlj € [nn+ K]} C{x;lj € [msn+k+1]}
donc ’Vn € N, (un(k))gen est décroissante ‘

(b) (un(k))r>0 est décroissante minorée par 0, donc elle converge . | u,, = i hrf_l Un (k)
s —+00

(c) Soit (n;k) e N2 {zjlj € [n+Lin+k+1]} C{z;|j € [m;n+k+ 1]}, donc
Upy1(k) =min{z;|j € [n+1;n+k+1]} >min{z;|j € [n;n+k+ 1]} = u, (kK + 1), donc
Unt1(k) = un(k +1) > up car (up(k))r>o est décroissante.
Vk € N, upy1(k) > up , en passant a la limite w,41 > u, , donc ’ (Un)n>0 est croissante ‘

(d) (un)n>0 étant croissante elle admet une limite (qui peut étre +00).

La limite inférieure de la suite (z,),>0 est liminf (z,) avec liminf (z,,) = lim ( inf (xk)>
n—s+oo n—-+oo n—+o00 \ k€[n;+oo[

3. (Yn)n>0 €t (zn)n>0 sont les suites réelles positives définies par :
2 sin est pair

VneN, y,=1+(—1)"et Vn eN, zn:{ ] i .
n sl n est impair

(a) 1. Casde (yn)n>0 - On a u, (0) =1+ (—1)" = yy,, et pour k € N*, u, (k) =0, donc u, =0 .
ii. Cas de (2p)n>0 - On a u, (0) = z, , et pour k € N* , w, (k) =2, donc u,, =2 .
(b) liminf (y,,) = 0 et liminf (2,) = 2
n—-4o0o

n—-—+oo

4. (a) (zn)n>0 est une suite croissante de réels positifs, on note £ = lm .
n—-+oo

Pour k € N, u,, (k) = {z;|j € [n;n+k]} = , donc u, = lim wu, (k)= lim z, =¢,donc lim u, =/

k— o0 k—-+o0 n—-+oo

c’est a-dire liminfx,, = /.
n—-+oo

(b) (xn)n>0 est une suite décroissante de réels positifs, convergente vers un réel ¢ .

Pour n e N, k€N, u,, (k) =min{z; |j € [mn+k]} = zpsr , up = lim w, (k) = lim x4, =4
k—+o00 k—+o00

donc £ = kEToou" = }nglfg (zn) -
(¢) 1. I est un intervalle ouvert de R, r € N*, et Vi € [1;7], o; € 1.
Comme {o; |i € [1;7] } est fini, il existe j € [1;7] tel que a; = min{e; |¢ € [1;7] } c’est & dire que

si Vi € [1;7], o; € 1, I intervalle de R , alors n[%in]]ai el
i€[1;r

ii. ’ (n)n>0 est une suite de réels positifs convergente vers ¢ réel positif ‘,

(Tn)n>0 converge vers £ , se traduit par, Ve >0, 3N, € N, Vn € [N;;4o0[ , |z, — | < €.

Pours>0,onaVn6[[N€;+oo[[,E—eéx,L§€+setdoncé—€<k IIinf [[xk<€+5etdonc
€n;+oo

¢ — ¢ < liminf (z,,) < £+ ¢, ceci étant vrai pour tout € > 0, on déduit que | liminf (z,,) = £|.
n——+oo n—-+oo

5. f est une fonction continue sur a valeurs dans R .



(a) Pour x réel positif fixé, on définit la fonction ¢, sur Ry par : | Yh >0, ¢, (h)= fnin h]f(u) :
u€[x,x+

On notera que du fait que f est continue sur [z;z + k] , elle atteint son minimum sur [x; 2 + h| (théoréeme).
StO0<h<t, {f(u)]uelz;z+h]} C{f(u)l|j € [r;z+t]} donc

min {f (u) |u € [z;2 + h]} > min{f (u) |u € [z;2 + t]} soit @, (k) > @, (t) dou

’ . est décroissante sur R ‘

(b) ¢, est décroissante minorée par 0 donc admet une limite en +oo (théoreéme). | &, = ) 1ir_~r_1 vz (h)
1— 100

(c) Sio<z<t,ona{f(u)|uécz+oo[} 2{f(u)|u € [t;+oo[} donc
D, = lirnOo 0z (h) =min{f (u) Ju € [z;4+oo[} < min{f (u) ju € [t;+oo[} = lim (k) =P,

h—+ h—+o00
d’ou ’ x — &, est croissante sur R ‘
(d) lim &, existe car x — P, est croissante sur R} (théoréme).
r—+00
La limite inférieure de f est | liminf (f(z)) = lim min{f (u)|u € [x;+oo[}
T—+00 —+00
x si « appartient a [0;1]

(e) f est la fonction continue sur Ry définie par : f(z) = ] ] .
2 —x six appartient a [1;2]

et telle que f(z) = f(x 4 2) pour tout réel positif z, (f est périodique de période 2).

i. Représentation graphique de f sur le segment [0;4]. C’est une fonction chapeau centrée en 1.
ii. Le minimum de f sur un intervalle de longueur une période 2, vaut 0 doncsiz >0et h > 2, ¢, (h) =0.

iii. ¢, = hgrfoo wz(h) =0 donc 0 = hgg{loo@m = glclglilgf(x)

(f) f est une fonction quelconque continue sur R & valeurs dans Ry , et on a les notations de 77 et ?7.

i. Soit > 0 pour h > 0 positif, on a f(z) > min {f (u) |u € [z;z + h]} = @, (h).
ii. En faisant tendre h vers +oo , f(x) > hlir}rl @z (h) = ®, donc
— o0

|V € [0;+00] , f(2) > @, = min {f (u) |u € [;+o0[} |

l
iii. On suppose que £ = liminf (f(x)) >0, cest adire lim ®,=¢>0. Soit e = 3 il existe g > 1
T—r+00

Tr—+00

tel que Vz € [xg;+o0], | @, — 4| <eetdonc f(z) > P, 20 —c=c.

l
Sit= llglinf(f(x)) >0, pour € = 3 > 0, il existe zo > 0 tel que Vx € [zo;+oo[, f(z) = @, > €.
x oo

(g) Soit f et g deux fonctions continues de Ry dans Ry telles que | Vz >0, f(x) > g(z) et liminf (g(z)) =¢> 0|

T—+00
min {g (u) |u € [z;+o00[} < min{f (u) |u € [t; +oo[} et donc
£= liminfg(x) = lim_(min {g (u) u € [r5+00[}) < _lim_(min {7 (u) u € [1; +oo[}) = liminff(x)

alors i&nﬂ;ﬁ (f(x) =4

2 Lois sous-exponentielles

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2;A; P).
Si X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition F, F' la queue de la fonction de répartition est
définie par F(x) =1 — F(z) = P(X > z) pour tout z positif.

px(n) = P(X =n)
6. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N, Vn € N | py(n) = P(Y =n)
pxyy(n) = P(X+Y =n)

((X = k))pen et un systeme complet d’évenements donc, en utilisant la formule des probabilités totales, pour n € N

)

px+y(n):P(X+Y:n):ZP((X—i—Y:n)ﬂ(X:k)) :ZP<(Y:n—k)ﬂ(X:k)>
keN

keN

= S P((Y=n-k)P(X=k =Y P(Y=n-k)P(X=k) donc
k=0

XY indé;endantes
keN



VneN, pxiv(n ZPX )y (n—k)|.

On admet que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives indépendantes, densité respectives
fx et fy continues sur R% et continues a droite en 0, X + Y admet une densité notée fx * fy définie

par, Vo > 0, fx * fy)(z /fX ) fy (z —u)du

Fx .y est la fonction de repartltlon de la variable aléatoire X + Y.

7. A>0, X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre A , f une

densité et F' la fonction de répartition. ’ Vo =0, f(z) = e |

x

(a) Pourx >0, F(z)=1— e = /)\e_)‘tdt et

Flz)=1—-F(x)=e?

0
(b) Soit =0, (f * f)(z /fX Vfy (x — u)du = /)\e*’\“)\e*’\(‘” Wdu = N2e *A‘"’”/du = Nge M
0

0

() Pourz >0, Fxyy(z /)\Qte_)‘tdt (At (—e ) /)\ e M) dt = At (—e ) — (—e™)]

’Vw}O ,Fxiy(@)=1— Az +1)e "

v Fxgvi(e)  (o+1)e ™

n _ Az o — o _
(d) De (c) pour z > 0, Fxiy(z) = (Az+1)e ™, F(z) = e CTE @) v = Az + 1 donc

F
lim 7X+Y( z)

=400 |.
r—+00 F( )

8. X est une variable aléatoire positive, F' = Fx .

X est & support illimité & droite si pour tout x positif, F(x) > O‘
Remarque : Du fait que F et décroissante a valeurs dans [0;1] , X n’est pas & support illimité & droite signifie qu’il
existe a > 0 tel que Vz € [a; 400, 0= F (a) > F (z) 2 0, donc Vz € [a; 00| , F (z) = 0.
X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes positives, de méme loi a support illimité a droite, de fonction
de répartition commune F.
(a) On remarque que sia > 0et b >0, alors, a + b > max (a;b) donc , pour z >0,

(max(X;Y) >x) C (X +Y > x) d ol Fx+y($) =P(X+Y >x) > Pmax(X;Y) > z) donc

V>0, Fxpy(2) > Pmax(X:;Y) > 2) |
(b) (max(X;Y) <2)=(X <2)(Y <z), et de 'indépendance de X;Y on déduit que

Pmax(X;Y)<z2)=P (X <2)N(Y <2))=P(X <2)P(Y <x)=F?(2) dou

‘P(maX(X;Y) >z)=1-F?%(z) ‘

1-F%*xz) (1-F(x)1+F(2))

p >0, —— — —1+F(z)et lim F(z)=1,d lim —— %) o
(¢) Pourz >0 F ) 1= F () +F(z)e Jm (x) onc| lim o)

(d) Pour z > 0 de (ab) on a Fx y(z) > P(max(X;Y) > x) =1 — F?(x) donc

F 1— F2 F
Fxiv() > @ _q4 F(z) — 2de Pl (5g) on obtient | liminf (X”(x)> > 2|,
F(I) 1— F(aj) T——+00 T——+00 F(I)

9. | Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. On suppose que la loi de X est a support
F
illimité a droite. On dit que cette loi est sous-exponentielle si , lim i()
r—~+00 F( )
fonction de répartition de la somme des deux variables aléatoires réelles positive X et Y indépendantes,

de méme loi et de fonction de répartition F.
X et Y sont des variables aléatoires réelles positives indépendantes de méme loi sous-exponentielle.

=2, 0u,Fx y estla

(a) Soit > 0 comme X;Y sont & valeurs positives, (X > z) C (X +Y > z) donc
X+Y>2)N(X >2)=(X>2) -
P(X+Y>2)(X>x) P(X>z)  F(x) N 1

P X >a)= - — S .d
(xty>a) (X > 2) P(X+Y >u) Fxiv(®)  Frpy(w) oot 27 00

Jim Pocpysa) (X > ) =5




P(max(X;Y) > z) _ 1= F?(z)

(b) De 8(bc) on a P(max(X;Y) >z)=1— F%(z) et ) ) 25T 2 donc de (a)
P(X+Y >z)  Fxyy(z) F(x) 9 1 dod P(X+Y >xz)

Pmax(X;Y)>2z)  F(z) Pmax(X;Y)>2) oo 2 xiTmP(maX(X;Y) >x)

(¢) (max(X;Y) < z); (max(X;Y) > x)) est un systeme complet d’événements.
En utilisant la formule des probabilités totales on obtient
PX+Y>z)=P(X+Y>z)N(max(X;Y)<2) + P(X+Y >2z)N (max(X;Y) >z)) orde X > 0 et
Y > 0 on déduit que
(max(X;Y)>2) C(X+Y >z)donc (X +Y >2)N(max(X;Y) > ) = (max(X;Y) > z) d'ou
[P(X+Y >2)=P((X+Y >2)n (max(X;Y) < 2)) + P(max(X;Y) > )|

(d) Pour z >0, de (c) on a
P(X+Y >z)N(max(X;Y) <z)) PX+Y >z)— Pmax(X;Y) > x)
P(max(X;Y) > z) B P(max(X;Y) > z)
_ P(X+Y >u) 1 — 0o
P(max(X;Y) > x) z—+00
donc .| lim P(X4+Y >z)n(max(X;Y) < x))

z—-+oo P(max(X;Y) > z)

() PX+Y>z2)=P(X+Y >z)N(max(X;Y) < x)) + P(max(X;Y) > z)
ISRy AT & i o 5y

PX+Y>z) ~ Pmax(X;Y)>x) |

r—+o0

=0].

donc

3 Problemes

f est une densité de probabilité sur R nulle sur R* et continue sur R} et F' est la fonction de répartition

associée. On dit que la loi de probabilité définie par la densité f possede une loi & queue lourde si pour
“+o0

tout A strictement positif, I'intégrale / f(z)erdz est divergente, c’est-a-dire que pour tout réel A > 0,
1

a——+oo

lim /f(a:)e”dx =+00.
1

—+oo
10. X est une variable aléatoire de densité f. On suppose que /f(a:)e”dx =400 .
1
Si X n’est pas a support illimité a droite il existe z > 0 tel que F (r) = 0 de la positivité et de la décroissance de
F on déduit que Vt >z, F(t) =0=1— F(t) . Comme f est continue on a Vt € [z;+oo[ , 0 = F' () = f(t) et
doncVA > 0Vt € [x;+oc[ , f(t)er = 0 donc

+o00 +o0 z
/f(t)e”dt =0 et donc / f(t)eMdt = /f(t)e)‘tdt < 400 contredisant I’hypothese.
x 1 1

’ Si la loi de X est a queue lourde, elle est a support illimité a droite ‘

11. Etude de quelques lois particulieres :

(a) Si f est une densité de loi exponentielle de parametre y > 0 continue sur |0; +oo[ alors pour A € |0; u[

oo —(u=X)
V€ [1; 400, f (z)er® = pe= =N or /e_(“_)‘)“‘daj _—

+oo
et donc /f(x)e”dx < 400 .
1

1
’Une loi exponentielle n’est pas a queue lourde. ‘

si x est positif ou nul et f(z) = 0 si = est strictement négatif |

(b) | f vérifie f(z) =

(1+2)?

i. On a donc f > 0 sur R, f est continue sur R*, enfin f est nulle pour les valeurs négatives et
t t t

1 17 1
pour t > 0 , /f(x)dz/f(a:)dm/wdx[l_i_xh1+t+1tz>ool,donc

’ f est une densité de probabilité ‘




6)@ 6)\1’ )\z<1_21n(m)>
ii. A>0.Powrz>0,142 ~ oz, —s ~ = e 2In(@) Az — ¢ Az — o0 car
x—+00 (]_ + 1‘)2 z—+o00 T2 T—+00
Az
lim 2@ — 0 donc lim Az (1 — %(x)) =+00,et lim e¥ =400 donc lim ¢ ~+00.
z—+oo T z—+00 z u—~+00 r—+00 (1 + 1:)
Az
e
Donc il existe g > 1, tel que Ve > 29 , ——— >
X 0 ) q 0> (1 +JJ)2
xr xr xr
ili. Pour z > g , /f(t)e’\tdt > /f(t)e/\tdt > /dt =r—xy — +oo donc
$—> OO
o o

’1& loi définie par f est a queue lourde ‘

(c) ’ Z est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X la variable aléatoire définie par X = eZ |.

Ve eR, ¢ (zx / th
\ﬁ

i. X, (Q) C]0;+o0] . Soit z € ]0;
Fx(z)=P(z<z)=P(e? <z) =P(Z<In(z)) = ®(In(z)).
1 (n@)?

Pour z € ]0;400[ , soit f (z) = F (x) = —e 2
f: R — R est une densité de X |.
0 si <0
o 1 (n@)?
—e 2 si x>0
x
1 1 /.1 21
ii. Pour A\>0onalz—-(lnz)? —lnz=Xr[1—-—(2 n(ve))"_ L) or
2 2 VT Az
| | 1
lim In(v) = lim In(z) =0 donc| lim <)\:c — ~(In(z))> —1n (:c)) =0
z—+00 \/E z—+oo I z—+00 2

1 _(n(@)? 1
iii. Pour z >0, f(z)e? =—e~ 2 M =exp (— In(x) — 5(111 (7)) + Aa?) — +4oocar lim e* =+oc0
x

xr——400 u——+00

et car ii. , donc |il existe g > 1, tel que , Vo > flx)er >1 ‘
xr x
iv. Pour t > zq , /f(t)e/\tdt > /f(t)e/\tdt > /dt =z —x9 —> oo donc
r——+0o0
xo To

’1& loi de X est a queue lourde ‘

X est une variable aléatoire positive de loi a support illimité a droite et admettant une densité f continue sur
R* et continue & droite en 0. On note F' la fonction de répartition de X.

L0 R(@) =~ (Fw)  Flo) = 1= F ()  F'(2) = f o),

YV € [0;4o00] , r(z) =

F
12. Pour z >0, R (z) = — 7(:13) = i(x) =r(x), R et R’ sont continues sur ]0; +oco[ continues & droite de 0,
Flx)  F(z)

R(O):—IH(F(O)) =—In(1) =0. On a donc R(x):R(x)—R(O):/R’(t)dt:/r(t)dt.

0
Or R(z) = —In (F(z)) , —R(z) =In (F(z)) , exp (—R(z)) = F(x) donc

Vx € [0;+oo[ , F(z) = exp /
0

T—+00 €T

13. Ici | liminf (R(x)) —(>0|

R —In(F l
(a) Pour z >0, (xx) = n(x (x)) de ?7? pour € = B il existe zg > 1 tel que

—In (F(z))

Va € [z0; 400,

WV

e, —In(F(z)) 2ex,In(F(z)) < —ex , F(z) <e .

Donc |3zg = 1, e > 0, Va € [z¢; +00| , F(z) < e5%|.
5




(b) ’ A€]0;e[, A>0 ‘ On remarque que F est une primitive de —f qui est continue. En intégrant par parties,

A A A
/e”f yda = [eM (—F (x))}g‘ - /)\e” (—F (z))dz =1—F(A)e*M + /\/e’\xf(x)dx
0 0 0
A
donc, /e’\‘”f(x)dx =1-F(A)eM + /\/emf(x)dx
0
(c) Soit A >xp,ona F(A) <e et 0< F(A)eM e M = (e-M4 Pawd 0

Va € [20;+00[ , 0 < M F(z) < eMe ™ = e~ (672 ot comme £ — A > 0,
+oo +o00 A

e—(E=Nz 1T —(e=N)zo o o
/e_(a_’\)””dx = {—)\} =5 donc /e/\“”F(x)dx converge, ainsi que /e)“’”F(x)dx qui est
€— €—

To £ To 0

A +o00
I'intégrale d’une fonction continue sur un segment. On en déduit que Ahr_E /e’\zf(x)dx € Rdou / e f(x)dw

—+00
0 0

converge c’est a dire que
la loi de X n’est pas a queue lourde ‘

14. | Inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive admettant 'espérance E(Z), alors pour tout «
1

strictement positif, on a : P(Z > o) < —E(Z) .
@

X >0, de support illimité & droite, ou loi de X n’est pas a queue lourde.

(a) X >0,z f(z)eM est continue en restriction & [0; +-oo[ donc admet une primitive sur [0; +o0]

’X n’est pas a queue lourde se traduit par il existe A > O‘

—+oo +oo
/f(m)e)‘xdx < +o0 donc /f(x)emdx converge c’est a dire que ’ c=E(eM) < +o0 ‘
1 0

(b) Pour z >0, en notant Z = e** on a ,

F(z)=P(X >2) =P (M > e) =P (Z > M) <

inégalité de Markov

E(Z) =ce M .

6Am

’)\ > 0 étant défini en (a) on a, Vo > 0, F(z) < ce ™ |.
(c) Pour z > 0, R(z) = —In (F(z)) et F(z) < ce™*, In(F(z)) < In(ce™™*) = =Xz +1n(c) , —In (F(z)) >

Az —In (c)
R(z) —Wn(F 1 R
done B _ ~I(F@) ey b5 (e) on déduit que liminf( ($)> >A>0)|
xT xT T r—+400 r—r400 T

R(x)

T

Remarque : | liminf < > = 0 traduit que la loi de X est a queue lourde|.

r—+00

15. | X est une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. La loi de X possede une queue longue
F(x+vy)
F(z)

F(ery)l‘ _ ‘F(ery)F(x)

c’est & dire que Ve >0, 3A >0,V € [A;400[, Vy € [0;1] ,

—1’<5.

(a) Pour y € [0;1] ,Ve > 0,34 >0, Vx € [A;+o0] , Vy € [0;1] <e

(z) F(x)
F ~-F F -F
est la définition de lim (@ +;y) (z) =0donc| Yy €[0;1] lim (z —&—;y) (z) -0
T—r+o00 F(x) z—+oo F(z)

(b) Poury € [0;1] >0, -
Flat+y —F@@) 1-Fla+y) - (1-F(2) F(z+y) — F(z)

o = == = — — — 0
F(z) F(z) F(z) oo
donc | Vye [0;1] , xgrfooF(x +F?{()x; Flz) =0|

(¢) Pourye[0;1] ,2>0,0ona (X >z+y) (X >a)=(X >z +y) et donc avec (b) et
P(X>z+y) 1-F(@+y) F()—(Fl+y -F(2) _

P(X>z) F () F () F(x)
on déduit que | Vy € [0;1] ’xETooP(X>I)(X >x+y)=1|.

Pxsoy(X >2+y) =

6



(d) De (c) , et de la continuité de In sur ]0; +oo[ , pour > 0 ,

R(z+1)— R(z) = —In(F(z+1)) + n(F(z)) = —In (W) = —In (Pixsa)(X >z +7)) 5ot
—In(1)=0
donc TEIEM(R(JC +1)—R(z))=0

16. ’F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi & queue longue‘

se traduit par Ve > 0, 3A. > 0, Vz € [As; o0, Vy € [0;1] , F(FﬁC(-i-)y)_l <eor
x
F(z+vy) — — — — — _
< T_l <e» <= <« |Fla+y) —F@)|<eF(z)s> <= <(1-¢)F(zx)<Flz+y)<(1+e)F(z) >
x
(a) [A>0

A A
i. Soite =1-€"2 >0,doncl—e=e" 2 ,pourzg = A, ona|Vx € [xg;+oo[ , Vy € [0;1] , F(z +y) = F(z)e~

>

>

En particulier | Vz € [zg; +oo[ , F(z + 1) > F(x)e™ 2

ii. Pourn=0ona F(zg+n)=F (z0) = F(zo)e 2 > F(xg)e 2.
Supposons que pour un entier naturel n on ait F(zg +n) = F(z¢)e ™ 3 .
de i. en prenant x = 29 +n on a F(xg+n+1) > F(xg+n)e” > Flm)e *se 2 = F(xg)e™

recurrence

w\y <

donc |Vn € N, F(zg+n) > F(zg)e 2

iii. Deii. pour n € Non a F(zg +n) > F(zg)e 2 , F(xo+n) > F (z9) et en multipliant

s
— n
par AT 5 0 , on obtient M@0tV F(zq 4 n) > F (q) e} T2 o +oo donc
n—-+0oo

lim eA#ot") F(29 4+ n) = +o0o
n——+oo

)\n+l

2

(b) Pour A > 0, soit g : @ + e** F(x) . De (a) iii. on a lif}rl g (zg + n) = 400 donc g n’est pas bornée sur Ry d’out
n——+0o0

VYA >0, 2+ e’ F(z) n'est pas bornée sur R

(c) Si liminf <R(‘”)> =¢>0de ??(a) Jzg > 1,3 > 0,Vx € [x0; +oo[, F(x) < e 5% . Pour \ = g on a
r——+00 €T

Vr € [wo;+00[, 0 < eMF(z) < e72® — 0, donc z + e F(x) est bornée sur [xg;+oo[ . D’autre part

Tr—+00

x + e F(z) est continue donc bornée sur [0; 7] donc z +— e**F(z) est bornée sur [0; +-oc[ contredisant ce qui

a été établi en (b) .

T—r+00 X

Conclusion | liminf <R(az)) =0]

T—+0o0 €T

R
(d) Si X est a queue longue alors de (c¢) on a liminf ( (x)) = 0 ce qui avec ?? traduit que la loi de X est &

queue lourde. ’ Si X est une variable aléatoire de loi a queue longue cette loi est a une queue lourde |.




